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Vorwort rar ersten Auflage. 

In einer zwanzigjährigen Lehrerpraxis hat sich bei mir eine 
reichhaltige Sammlang grösstentheils neuer Aufgaben und Beispiele 
aus der höheren Analjsis gebildet, deren Veröffentlichung ich hier- 
mit aus zwei Gründen unternehme; einerseits, weil eine beträcht- 
liche Menge von neuem didaktischen Material immerhin willkommen 
sein wird, andererseits, weil selbst die bekanntesten Werke dieser 
Bichtung sehr empfindliche Lücken zeigen. In der Sohncke'schen 
Aufgabensammlung z. B. fehlen Untersuchungen über die Convergenz 
und Divergenz unendlicher Beihen ganz und gar, von Beihen- 
entwickelungen findet man nur die gewöhnlichen, in jedem Lehr- 
buche stehenden Beispiele, jedoch ohne Angabe der Giltigkeits- 
grenzen, die Doppelintegrale sind durch ein einziges Beispiel, 
dreifache Integrale gar nicht vertreten, die Integration der Differential- 
gleichungen ist mit völligem Stillschweigen übergangen — kurz, es 
fehlen gerade diejenigen Partieen, ohne welche man in der Mechanik, 
mathematischen Physik u. s. w. auch nicht einen Schritt thun kann. 
Diesen Mängeln dürfte das vorliegende Werkchen abhelfen, jedoch 
sind dabei die übrigen Theile der Analysis keineswegs stiefmütterlich 
behandelt worden. 

Bei den Aufgaben über die Differentiation entwickelter Functionen 
einer Variabelen (§§ 2 — 6) erschien es mir zweckmässig, häufig 
die verschiedenen, zum Ziele führenden Wege anzudeuten und 
dadurch dem Studirenden die Mittel zur Controle seiner Bechnung 
an die Hand zu geben, auch habe ich kleine Bechnungsvortheile 
bei jeder sich darbietenden Gelegenheit erwähnt. In § 5 findet 
sich eine Beihe von Fragen, welche den Studirenden zur üebung 
in der Transformation cyclometrischer Functionen veranlassen sollen. 
Die Aufgaben sind übrigens soweit als möglich stufenweis, von 
leichten zu schwereren fortschreitend, geordnet; bei der ersten Auf- 
gabe jeder Art ist die Lösung etwas ausführlicher gezeigt, bei den 
übrigen Aufgaben sind nur, wo es nöthig schien, Andeutungen zur 
Lösung gegeben. Hier und da wird man auch neue wissenschaftliche 
Kleinigkeiten finden, wie z. B. in den Abschnitten über isokline 
Normalen und reciproke Maxima und Minima. 

Dem vorliegenden ersten Theile hoffe ich einen zweiten, Auf- 
gaben aus der Integralrechnung enthaltenden Theil rasch folgen 
zu lassen. 

Dresden, am I.Juli 1868. Sohlömiloh. 



IV Vorwort. 

Vorwort zur zweiten Auflage. 

In Folge der dnrchans beifälligen Aufnahme, welche dem vor- 
liegenden Werke bei seinem ersten Erscheinen zu Theil geworden 
ist, habe ich von wesentlichen Aenderungen abgesehen, wohl aber 
mancherlei Verbesserungen angebracht und eine Beihe neuer Auf- 
gaben hinzugefügt; die letzteren wird man theils in der Einleitung, 
theils in den Capiteln IV, VIII und X finden. 

Dresden, am 1. August 1873. Sohlömiloh. 

Vorwort zur dritten Auflage. 

Auch die vorliegende Auflage unterscheidet sich von ihrer 
Vorgängerin durch eine Zahl neuer Beispiele und Aufgaben. Unter 
diesen darf ich wohl den Abschnitt über die „Grenzwerthe der 
Functionen zweier Variabelen^^ besonders hervorheben, weil dieses 
Capitel, trotz seiner Eigenthümlichkeiten, bisher noch sehr wenig 
Beachtung gefunden hat. 

Dresden, am 15. Juli 1878. 

Sohlömiloh. 

Vorwort zur vierten Auflage. 

Da kein Grund zu einer wesentlichen Umgestaltung des Werkes 
vorlag, so habe ich mich auch bei dieser neuen Ausgabe darauf 
beschränkt, eine Reihe neuer Beispiele und Aufgaben hinzuzufügen. 

Dresden, im October 1887. _ 

Sohlömiloh. 

Vorwort zur fünften Auflage. 

Bei der wenige Jahre nach Oskar Schlömilchs Ableben 
xmtemommenen Bearbeitung der vorliegenden fünften Auflage ist 
der Wunsch maßgebend gewesen, dem Werke seine Eigenart, durch 
die es sich seit nunmehr 36 Jahren zahlreiche Freunde erworben 
hat, durchaus zu erhalten. Es wurden aus diesem Grunde wesent- 
liche Änderungen weder im Stoff noch in der Anordnung vor- 
genommen, Zusätze und Einschaltungen aber nur in beschränktem 
umfange angebracht; dieselben sind übrigens durch kleineren Druck 
als solche kenntlich gemacht worden. 

Bei den Einschaltungen handelt es sich namentlich um zweier- 
lei; einerseits sind gewisse allgemeine Prinzipien, auf welche 
sich ganze Gruppen von Aufgaben zurückführen lassen, hervor- 
gehoben, gelegentlich auch als Quellen neuer Übungsbeispiele ver- 
wertet worden; besonders ist dies in § 19a geschehen; anderseits 
aber sollten die Methoden der Differentialrechnung auf einige Fragen 



Vorwort. V 

angewendet werden, welche in der darstellenden Geometrie yorkommen 
und dort mittels geometrischer Überlegungen oder direkt auf gra- 
phischem Wege erledigt zu werden pflegen; in dieser Hinsicht 
seien besonders die Aufgaben 21 und 22 in § 15, 18 in § 16, 
sowie 7 in § 19 a erwähnt. 

In § 13 a sind die auf die Yertauschung der Variabeln (Ein- 
führung von neuen Veränderlichen) bezüglichen Betrachtungen der 
früheren Auflagen (§ 13) weiter ausgeführt und auf zwei Beispiele 
angewendet worden: auf die für die Theorie der linearen Differential- 
gleichungen interessanten Formeln x = (^u\ y ^ vW(u)j und 
auf das für die projektive Geometrie so wichtige Gleichungssystem 

^ ^f^TX^hrxV' y ^ ',, Ti.\,I * ' — In § 19a wird der Be- 

griff der Transformation der Ebene eingeführt, der ja implicite bereits 
in § 13 unter IE und in § 13a vorkommt — ist doch z. B. das 
eben angeführte Gleichungssystem nichts anderes als die analytische 
Darstellung der allgemeinsten projektiven Transformation der Ebene; 
es wird darauf hingewiesen, daß bei den Aufgaben der drei vor- 
angegangenen Paragraphen gewisse Transformationen der Ebene 
eine Bolle spielen, und daß sich unter diesen letzteren insbesondere 
eine Berührungstransformation (die Fußpunkttransformation) befindet; 
im Anschluß an diese Wahrnehmungen werden die beiden wichtig- 
sten Typen von Transformationen der Ebene, die Punkttrans- 
formationen und Berührungstransformationen, kurz charakterisiert. 
Hierauf werden einige spezielle Transformationen verschiedener Art 
eingeführt und an diese eine Beihe von Übungsbeispielen angeknüpft. 
— Auch die in Kapitel VIII (einhüllende Kurven und Flächen) 
gelegentlich eingeschalteten Bemerkungen bringen die Tatsache zur 
Sprache, daß sich nicht selten mehrere Aufgaben einem gemein- 
schaftlichen Gesichtspunkt unterordnen lassen, wenn beachtet wird, 
daß sie die Benutzung einer gewissen Transformation verlangen; 
und zwar kommt an den fraglichen Stellen namentlich die zur 
Fußpunkttransformation inverse Transformation sowie die Trans- 
formation durch reziproke Polaren in Betracht. — In Kapitel IX 
(vieldeutige Ausdrücke) hat § 29 einen Zusatz erhalten, an dessen 
Schluß auch auf die geometrische Bedeutung der auseinandergesetzten 
Theorie hingewiesen wird. 

Der Firma B. G. Teubner sei an dieser Stelle für ihr bereit- 
williges Eingehen auf die vor und während der Drucklegung des 
Werkes geäußerten Wünsche des Bearbeiters dessen aufrichtigster 
Dank ausgesprochen. 

Dresden-Blasewitz, im Oktober 1904. ^ ^^ ^ -^ 
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Einleitung. 



Grenzwerte yon Funktionen einer Tariabeln. 

I. Um den Grenzwert zu ermitteln, welchem sich eine Funktion 
/ (x) in dem Falle nähert, wo an die Stelle von x eine über jede be- 
stimmte GröBe hinauswachsende Zahl o gesetzt wird, reicht in 
vielen Fällen eine bloBe Umformung von f(x) hin. Die folgenden 
Aufgaben werden dies zeigen. 

Aufgabe 1. Es soll Lim (y« + « — "/») för ein konstantes 
a bestimmt werden. 

Wollte man ohne weiteres od =» oo setzen, so würde man den 
nichtssagenden Ausdruck (X) — oo erhalten; betrachtet man aber 
die gegebene Funktion als einen Bruch mit dem Nenner 1 und 
multipliziert Zähler und Nenner mit Yen + a + V'co, so fiihrt 
die nunmehrige Gleichung 

von -h CC — V CD == — = = 

zu dem Besultate 

Lim (y«+« — y» ) = 0. 



Aufgabe 2. Man sucht Lim [j/w (cd + a) — ©J. 

Durch ein dem vorigen ganz ähnliches Verfahren ergibt sich 

zunächst 

a 



yw(cö + a) — OD = 



1/'+^+ 



und hieraus 



Lim [ym(oi) + tf) — co] =• -|- a. 



Bemerkung. In älteren Werken findet man häufig die Be- 
hauptung, daß eine endliche GröBe gegen eine unendlich wachsende 
Zahl verschwinde, imd daB mithin m + a durch oo zu ersetzen sei 

Schlömilcli, Übongsbaob. I. 6.Anfl. YonKaetsch. 1 



2 Einleitung. 

Die Unrichtigkeit dieser Schlnßweise zeigt sich an den obigen zwei 
Aufgaben, denn nach jener Weglassringsregel würde man zwar bei 

Nr. 1 das richtige Eesnltat }^— }^a>*»0, bei Nr. 2 aber das falsche 
Besnltat oo — o» = erhalten. 

Ebenso ungerechtfertigt ist die nicht selten von ungenauen 

Schriftstellern benutzte Gleichung — = 0. Der Quotient — wird 

nämlich unter keinen Umständen gleich der Null, vielmehr bildet 

letztere nur den idealen Grenzwert, welchem sich — asymptotisch 
nähert. 

Aufgabe 8. Nach demselben Verfahren ist die Bichtigkeit 
der Gleichung 



lAm [1/(0) + «)(© + (3) - w] = K« + /5) 
zu beweisen. 

Aufgabe 4. Es soll 

09 

bestimmt werden, wobei e die Basis der natürlichen Logarithmen 
bezeichnet. 

Unter Berücksichtigung der Identität 

a + ße'^^ e~(ae-'^+ ß) 
erhält man 

(0 L ö> J 

Aufgabe 5. Man sucht den Grenzwert 

Derselbe ist identdsch mit 

x<»|Wi±£f!).4(.+i)-]|_i. 

n. Eine zu Grenzbestimmimgen häufig anwendbare Methode 
besteht darin, daß man die veränderliche GröBe F, deren Grenzwert 
gesucht wird, zwischen zwei Variabein U und W einschließt, von 
denen die eine kleiner, die andere größer als V ist, daß man also 
eine Ungleichung von der Form ^ 
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U<V<W 

aufstellt. Bezeichnet b einen nicht näher bestimmten positiven 
echten Bruch, so kann die vorstehende Ungleichung auch durch 
die Gleichung 

ersetzt werden. Falls nun U und W sich einer gemeinschaftlichen 
Grenze K nähern, konvergiert W — U gegen den Wert JT — JT = 
und dann ergibt sich 

Der Anwendung dieses Verfahrens schicken wir einen vielfach 
brauchbaren Hilfssatz voraus. In der identischen Gleichung 

, = ftm-l + jm-2flj + jm-8^2^ [. J^«-« ^ ^m-l 

— a 

sei m eine ganze positive Zahl und < a <! 2); die rechte Seite 
erhält alsdann einen zu kleinen Wert, wenn man jedes h durch 
das kleinere a ersetzt; sie wird dagegen zu groß, wenn für jedes 
a das größere b geschrieben wird; es ist daher 

5*» ^*» 



iOl—l 



Bezeichnen femer p und q ganze positive Zahlen und x eine 
positive die Einheit übersteigende Größe, so hat man nach dem 
vorigen 

und um so mehr 

wobei natürlich p> g, vorausgesetzt ist. Die Addition dieser Un- 
gleichungen liefert 

(p — q) — <qo(ß — j woraus ~ < —;: 



( — 
— J2 wird hieraus 






1* 
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Bezeichnet dagegen y einen positiven echten Bruch, so hat man 
analog 

mithin durch Addition und für y = f ^ j « 

£. 1. 
q o — a 1 sr ^ ^ 

Die beiden gefundenen Ungleichungen lassen sich für — =» x 
folgendermaßen zusammenziehen 

Für X = T-» ö == -^^ fe = J?^ wird hieraus 

oder, wenn man die reziproken Werte nimmt und der Gleich- 
förmigkeit wegen Ä und B durch a und 2> ersetzt, 

y) >ta^-i>^^>X6^-S 6>a, 0<;i<l. 

Die Ungleichungen a), j3), 7^) liefern zusammen den Satz, daß bei 
positiven ft der Quotient 

immer zwischen fto^""^ und fih^'^^ enthalten ist.^ 

Aufgabe 6. Man sucht den Grenzwert von 

y{a> + a){(o + ß)(a) + y) - co. 
Setzt man in der vorigen Ungleichung 

X^\j a = a)», 6-(w + a)(© + j5)(cö + y) 
und zur Abkürzung 

so erhält man 



3. 



1 ^ y(a,4-a)(a>-|-p)(a> + y)-a, ^ l 



oder 
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< V(« + «)(» + /?)(<» + y) - w < 

Wegen Lim 22 = 1 folgt nun 

Lim[y{io + a)(a) + |3)(a) + y) - «} = -|-(a + j5 + y). 

Aufgabe 7. Unter der Voraussetzung, daß a, /?, y, . . . ^ 
endliche Größen sind und n deren Anzahl bedeutet, ist nach der 
vorigen Methode die Gleichung abzuleiten 

Lm{f(a + «)(« + ^) ...(« + ^) _ «} = fL±£±llJjf.») 

m. Ein drittes Verfahren zur Ermittelung von Grenzwerten 
besteht darin, daß man eine neue Variable einführt und damit die 
gegebene Funktion auf eine andere Form bringt, deren Grenz- 
wert bekannt ist. 

Aufgabe 8. Für ein konstantes cc soll 

ermittelt werden. 

Setzt man — =» r, wo r eine gleichzeitig mit 00 unendlich 
wachsende Zahl bedeutet, so hat man identisch 

0+S)"-[('+l)T. , 

mithin, weil (IH — j gegen die Grenze e konvergiert, 

Aufgabe 9. Man verlangt den Wert von 

Limlasin—y 

Für — = .^, wo nun -ö* gegen die Null konvergiert, ist 
und mithin 



(0 sin — = a — TT- ' 
eo 9 



Lim[tQSin — \ = a. 
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Aafjsabe 10. Auf ähnliche Art sind die Formehi 

zu beweisen. 

Aufgabe IL Man verlangt den Wert Ton 

Wird sin*— = — gesetzt, so ergibt sich 

• ■ • 

Anfigabe 12. Auf ähnliche Art ist die Fonnel 

ZU beweisen. 

Aufgabe 18. Man sacht den Wert yon 

Lim[(l + .igiy\. 

ff 1 

Wird ig— ==»— gesetzt, so ergibt sich 

Zim {(l + x^^)") = um {[(l +|)'J"*'^-^) = e»-. 

An^Säbe 14« Mittels der Formeln in Nr. 11 und 13 soll die 
Gleichung 

lAm llcos— + Ksin—j 1 = c*" 
bewiesen werden. 

rV, Grenzwerte von Summen. Wenn eine Funktion f(x) 
oder kurz X sich der Grenze Ä nähert, wenn demnach die Diffe- 
renz X — A gegen die Null konvergiert, so kann man X == -4. + ^ 
setzen, wo S zwar nicht näher bekannt ist, jedenfalls aber beim 
Grenzübergang verschwinden muß. Auf mehrere Funktionen X^, 
X^, . . «Z„, angewendet, f&hrt diese Bemerkung zu der Gleichung 

^A^+A^+A^ + '-' + An 
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Falls nun n eine endliche Zahl ist und es auch beim Grenz- 
übergange bleibt, erhellt leicht, daß die Summe tf^ + ^a + * • • + ^n 
sich der Null nähert; man hat dann 

==Äj^ + A^ + A^-i [-An, 

d. h. der Grenzwert einer Summe ist gleich der Summe der Grenz- 
werte der einzelnen Sunmianden. Wenn dagegen n entweder von 
Hause aus unendlich groß ist oder es durch den Grenzübergang 
wird, so kann es geschehen, daß in der Summe d^ + ^2 + " ' + ^n 
die Abnahme der einzelnen Glieder durch den fortwährenden Zu- 
wachs von Gliedern ausgeglichen wird, daß also die genannte 
Summe nicht gegen die Null konvergiert; dann ist es aber auch 
falsch, den Grenzwert einer Summe durch Summierung der Grenz- 
werte der einzelnen Summanden bestinmien zu wollen. Die folgen- 
den Aufgaben gehören sämtlich dem zweiten Falle an. 

Aufgabe 15. Man sucht den Grenzwert von 

für ein unendlich wachsendes n. 

Jeder einzelne Summand konvergiert gegen die Null, die 

Summe aber nicht: man hat nämlich 

7 • • • 

Aufgabe 16. Für » = 00 soll der Grenzwert von 

bestimmt werden. 

Auf ähnliche Weise wie vorhin findet man 

Aufgabe 17. Der Grenzwert von 



Un=- 



^At+1 



für ein beliebiges ft und n = 00 zu bestimmen. . 

Da es keine, für jedes (i gültige Summenformel für 

liu -|- 2i" + }- nf* 

gibt, so hilft man sich damil, daß man die Summe zwischen zwei 
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einscliließende Zahlen bringt Ans der üngleichnng II, ß) ergibt 
sieb nftmlicb, wenn das eine Mal a » m, h ^ m + 1^ das andere 
Mal a=«m — 1, l>=»m genommen wird, 

jcm*-^ < (w + 1)'' — f»*, w»^ — (w — 1)* < xw*-i (x > 1), 

d. b. zusammen und für m ^= ft + 1 

M^: <w'*< -^ ' f*>o. 

Addiert man alle für m =» 1, 2, 3, . . . fi hieraus entspringenden 
Ungleichungen und dividiert mit n^+^, so findet man 

1 
Lim Un = — TT» f* > 0. 

Aus der Ungleichung II, y) erhält man durch ein ähnliches Ver- 
fahren 

und hieraus 

lAmUn^oo^ f* < — 1. 
Aufgabe 18. Man sucht den Grenzwert von 



na na-\'ß na + 2j3 ' »a + (w — 1)/3 

für den Fall » = cx). Hierbei mögen a und ß positiv sein. 
Aus der für a < 5 geltenden Ungleichung 

jm _ ^m > ^^5 __ a)a"^-^ 

erhält man füra = l, 6 = 1H und durch Übergang zur Grenze 

für unendlich wachsende m 

e* — 1 > ;8f, oder e* > 1 + £?. 

Auf ähnliche Weise findet man mittels der Ungleichung 

yti ^ am ^ ^Q, _ a) hm-i 

fiira = l — -7 5 = 1 

m 

1--6~'<Ä?, oder 6"7*>1 — Ä?, 
und umgekehrt, wenn ein positiver echter Bruch ist 

1 — z 
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Nimmt man von beiden Ungleichungen die Logarithmen, so 
hat man 

l9(l + 0)<t!<l9(j^y (0<«<1). 

Man erteile nun dem der Reihe nach die Werte 

i-, _£_, ß , ß 

na na-\-ß ncc-\-2ß na-\-{n — l)ß 

und addiere alle entstehenden Ungleichungen; für n == oo ergibt 

P 

Aufgabe 19. Für w == oo soll der Grenzwert von 

W = '*^^' I ''"^' I ''""^' I 

^** 1.2.(n4-l) ^ 2.8.(n + 2) ^ 8.4.(n + 3)^ 



+ 



n— w* 



n« (n + 1) ' {n-\'n) 
ermittelt werden. 

Die einzelnen Siunmanden nähern sich den Grenzen 



1-2 2 2-8 2 3 34 8 4 



• * « 



dagegen ist lAmWn nicht gleich der Summe dieser einzelnen 

Grenzwerte, d. h. nicht gleich 1 (vgl. § 35 unter 1). Man hat nämlich 

identisch 

n-k* 1 1 1_ 

Ä;(Ä;+l)(n + Ä) "" fc k+1 w + ä' 
mithin 

^^'^ ^ 2n n+1 ln^n+l^n + 2^ ^2n-lJ 

und, wenn man den in Aufgabe 18 ermittelten Grenzwert benutzt, 

Lim Fn =. 1 — lg 2. 

Anfjgabe 20* Unter der Voraussetzung eines positiven echt 
gebrochenen « soll der Grenzwert von 

»-(«+^^)"+(«'+<'f)'+(«'+^^)'+- 

für n =* (X) ermittelt werden. 
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Die einzelnen Summanden nähern sich den Grenzen tt', a^, a^ 
usw., doch ist lAmSn nicht gleich a*+ «*+ «^H — • Nach Auf- 
lösung der Parenthesen ergiht sich vielmehr 

wobei zur Abkürzung 

5„ = « • yT + a* • ^2 + a' • )/3 H h «" • j/w 

gesetzt wurde. 

Die Summe dieser Reihe ist aber positiv und kleiner als 

(a + a* + «' H ha") ^w , 

mithin 

< 5„ < -^ -y^^ daher < — .< — ^ ^ — =• 

Für n = oo folgt nun wegen Lim{a^) = 

-^^^» = 13^ + y 
Aufgabe SL Man sucht den Grenzwert von 



s„ =ya+l +]/^ +>/«h|+ ••• H-iA-Ti. 

worin a einen positiven echten Bruch, ß eine beliebige positive 
Konstante bedeutet imd alle Wurzeln absolut genommen werden 
sollen. 

Die Grenzwerte der einzelnen Summanden sind yö, (Vo)^, 
(y«)', usw., dagegen ist LimSn keineswegs 

=l>i^+(V^)*+(>^)»+... = -»^. 

1 — y« 

Zufolge der Bemerkung 

ist 8n > Ynß] hieraus ergibt sich, daß 8„ gleichzeitig mit n über 
alle Grenzen wächst. 

Aufgabe 22. unter denselben Bedingungen wie vorhin sucht 
man den Grenzwert von 



«"=y« + Äi+l/^^ + l/^^n + -'- + l/«- + ^- 
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Benutzt man die für positive a und h leicht beweisbaren 
Ungleichungen 

und setzt zur Abkürzung 

SO erhält man 

1— ya 

Der Grenzwert von CT« findet sich aus Aufgabe 17 für f* == — -|-; 
weil femer 



'><-'<Yv-M 



ist, folgt LvmYn = 0, daher zusammen 

1 —ya 
Atifjgabe 23. Es soll der Grenzwert von 

xmtersucht werden. 

Aus der früher bewiesenen Ungleichung ^ > ?^ (l + ^) erhält 

man für jef = ^i -|^i -ti-'— und durch Addition der entstehenden 
Spezialfälle 

es ist also TJn immer positiv. 
Man hat femer 

oder wenn die Ungleichung ^\YZ^]^^ ^ g = . . benutzt 

'^ ' Vn- &■„+! >o, Z7„ > ü;+i, 

I7i>ü,>üj>?7^> ••• 
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Bei wachsenden n nimmt also Un fortwährend ab, kann aber 
nach dem vorigen nicht negativ werden imd muß folglich gegen 
eine bestimmte Grenze ft ^ konvergieren. 

Auf analoge Weise findet man, daß der Ausdruck 

,F„ = A + i + i + -.+|-i<?(n + l) 

von seinem Ausgangswerte Fj = 1 — Z^ 2 = 0,807 ... an fortwährend 
zunimmt. 

Weil endlich 

ist, so konvergieren ün und Tn gegen die gemeinschaftliche Grenze ft, 
und zwar ün durch Abnahme, V„ durch Zunahme. Demnach liegt 
(Li zwischen zwei zusammengehörigen Werten von Un und F«, z.B. 
zwischen ZJgQ = 0,60201 . . . und V^q = 0,56322 . . ., so daß nftherungs- 
weise fi = yC^ao + ^20) ^ 0,677 . . . sein muß. 

Mit Hilfe der Integralrechnung findet man den genauen Wert 
jx = 0,67721566 . . . (siehe IL Teil, § 25, Nr. 8). 

V. Grenzwerte von Produkten führt man leicht auf Grenz- 
werte von Summen zurück, indem man vorerst den Logarith- 
mus des Produkts untersucht. Daraus folgt,, daß der Grenzwert 
eines Produkts gleich dem Produkte aus den Grenzwerten der 
einzelnen Faktoren ist, solange die Faktorenzahl endlich bleibt, 
daß aber diese Gleichheit nicht mehr stattzufinden braucht, wenn 
die Faktorenzahl unendlich groß wird. 

Zur Bestimmung der Grenzwerte von Produkten sind folgende 
Hilfssätze von Nutzen. Nach Aufgabe 18 ist für ein beliebiges 
positives x und für ein echt gebrochenes positives y 



lg{i + x)<x, y<lg(jz:^)', 



X 



setzt man in der zweiten Ungleichung y = -r-r — » wo nun x jede 
positive Zahl bedeuten darf, so hat man znsammen 

*) rf^ < ?? (1 + «;)< a;, a;>0, 

wofür auch die stärkere Ungleichung 

b) X — x^ <lg(l+x) <x 

genommen werden kann. 
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Läßt man in der Ungleichung 

■ o 

— an die Stelle yon x treten, so erhält man leicht 

igcc <, ö 1 ; 

wenn man femer in der Ungleichung 

lg{l^x)<x 
die Substitution ^ 

x^ ^ 



a — ß 



vornimmt, wobei a > |S > sein möge, so gelangt man zu der 

Eelation 

algu — (cc — ß)lg(a — S) . ^ , 
-^ ^ p*^^ ^ ^ ^ — l<Z^a; 

zusammengenommen ist denmach für a > |3 > 

Aufgabe 24, Für ein positives y und unendlich wachsende n 
soll der Grenzwert des Produkts 

bestimmt werden. 

Die einzelnen Faktoren konvergieren zwar gegen die Einheit, 
es ist aber LimPn nicht = 1. Mittels der vorigen Ungleichung b) 
findet man nämlich, wenn zur Abkürzung 






1, 1 , 1 , . 1 _ 

n>"^ (w + 1)»"*" (n + 2)«"^'**"*"(2n~l)» ^" 

gesetzt vnrd, 

y'Vn — y^^Wn< IgPn <y'Vn] 

dabei ist Wn positiv und <w--^» mithin 0<Wn<— Durch 
Übergang zur Grenze (vgl. Aufgabe 18) findet sich nun 

LimP„=^2y. 
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Dasselbe Verfahren liefert den allgemeineren Batz, daß das Produkt 

V + Ss) (^ "^ iiM=^) V ■*■ na + 2ß) ' " [^ + n« + (n-l)^) 
gegen die Grenze ^ 

konvergiert, wenn a, |3, y positive Werte haben. 

Aufgabe 26. Für positive fi und unendlich wachsende n soll 
der Grenzwert des Ausdrucks 

f* + -|-(n-l) 
ermittelt werden. 

Benutzt man die Ungleichung c) der Reihe nach für 
unä für |3 » 1, so findet man, daß IgPn mehr beträgt als 

dagegen weniger als 



-1) , l + (l-ft)^ft 
1 » 



\ fA + -|-(n — 1)/ ^ n 



n 



Nach einem bekannten Satze konvergiert -^ bei unendlich wachsen- 
den CO gegen die Null*; hieraus folgt im vorliegenden Falle, daß 
sich IgPn der Grenze lg2 —1 nähert, also 

LimPn =» — 

e 

Aufgabe 26. Es bezeichne Qn das arithmetische, Bn das 
geometrische Mittel aus den n Gliedern der Progression 

a, a + 5, a + 26, a + 3fe, . . . a + (w — 1)6, 

■ 

worin a und 5 als positiv vorausgesetzt werden; man sucht den 

* Wegen e* > 1+ « ist um so mehr c* > « und durch Erhebung aufo 
Quadrat e**^«*, mithin, wenn c^'«=© gesetzt wird 

«>>J:(l9<»y oder i?L?< _L, 

Da anderseits -^ — positiv bleibt für <d > 1, so ergibt sich jetzt der 
obige Satz. 
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Grenzwert, gegen welchen -^ bei nnendlich wachsenden n kon- 
vergiert. 

Setzt man T-=f^9 so läßt sich die Aufgabe leicht auf die 

vorige zurückführen; der gesuchte Grenzwert ist ye. 

Aufgabe 27. Für unendlich wachsende n soll der Grenzwert 
des Produkts 

'■.-('+i)o+^)('+i)-('+i.) 

bestimmt werden. 

Mittelst der Ungleichung b) findet man leicht 

und hieraus 

LimPn =y^ 

Auf gleiche Weise folgt der allgemeinere Satz, daß das Produkt 

(i+y)(i+^)(i+y)-(i+?£#) 

gegen die Grenze e* konvergiert. 



Grenzwerte ron Fanktionen zweier Yariabeln. 

Für die Bestimmung von Grenzwerten der Funktionen zweier 
Yariabeln x und y ist die Bemerkung von Gewicht, daß eine 
Funktion f(x^ y) häufig ganz verschiedene Werte annimmt, je nach- 
dem erst y = und dann a; = 0, oder erst x = und nachher 
y = 0, oder gleichzeitig o; = und y = gesetzt wird. Als 
Beispiel möge die Funktion 

dienen, hier ist 

f{x^ 0) == a; + a, mithin /"(O, 0) = a, 

r(o,y) = y + &, „ /"(O, 0) = 6, 

femer, wenn y = lx genommen und unter X eine beliebige Eon- 
stante verstanden wird. 
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^/ 1 \ x + Vx + a + hX ,. . ^v a + bX 

endlich, wenn 

x(2x + ä) 

y '-^ 

gesetzt wird 

/'(O, 0) ist also vieldeutig. Diese Ersclieinimg wird anschaulich 
klar, wenn man die Gleichung ^ =» /"(i», y) unter Benutzung 
eines rechtwinkligen Koordinatensystems geometrisch deutet; sie 
stellt alsdann ein einschaliges Hyperboloid dar, welches so ge- 
legen ist, daß die jer- Achse eine Erzeugende desselben bildet. Erst 
^ = setzen und dann x zu Null werden lassen, heißt nun- 
mehr, auf der xz-^^\a der Fläche bis zum Durchschnitte dieser 
Spur mit der je? -Achse fortschreiten; erst a? =* und nachher 
y = nehmen, bedeutet dagegen, in der ^j8?-Spur bis zum Durch- 
schnitte mit der je? -Achse fortgehen; durch y=^Xx imd a? = 
wird ausgedruckt, daß man auf der Fläche diejenige Kurve, deren 
Horizontalprojektion eine durch den Koordinatenanfang gehende 
Gerade ist, bis zur ä?- Achse verfolgt; endlich sagt die Gleichung 
hy = — fl?(2fl? -+- fl?) aus, daß man auf der Fläche einer Kurve nach- 
geht, deren Horizontalprojektion eine gewisse durch den Koordi- 
natenanfang gehende Parabel ist. Daß aber diese verschiedenen 
Wege zu verschiedenen Punkten der ;e?- Achse fahren, ist ein- 
leuchtend. Was von dem Falle a; = 0, y = gilt, findet natür- 
lich auch dann statt, wenn man sich x und y als unendlich ab- 
nehmende Größen denkt und dementsprechend etwa mit 8 und b 
bezeichnet. Im folgenden ist das Zeichen lAm immer zweimal 
angewendet und jedesmal durch einen Index diejenige Variable her- 
vorgehoben worden, auf welche sich der Grenzübergang bezieht. 

Hiemach bedeutet 

Lim$lÄmtf{ß^ a), 

daß zunächst der Grenzwert für unendlich abnehmende € bei kon- 
stant bleibendem 6 ermittelt und nachher der Grenzwert für un- 
endlich abnehmende 6 bestimmt werden soll; dagegen ist unter 

Linie Lim^f(d^ e) 

der umgekehrte Gang der Operationen zu verstehen. 



Grenzwerte von Funktionen zweier Variabein. 17 

Aufgabe 28« Man sacht die Grenzwerte von 

(l + d + af-l 

■ ^-— - I !■ ■!■ MI ■ 

Bei konstanten d und gegen die Null koavergierenden s ergibt sich 

daher 

Lims Linie «.T / = — • 

Dagegen wird 

(l+d + a)''-l (i 



Linie Lims 



ad + &e 6 



Setzt man ferner J = a-ö*, e = ßd^^ wo cc und ß Konstanten be- 
zeichnen und «9* eine gegen die Null konvergierende Zahl ist, so 
nehmen ö und e gleichzeitig, jedoch so ab, daß ihr Verhältnis 
konstant bleibt; der Grenzwert ist dann 

icc + ß)li 
acc-j-bß 

Aufgabe 29, Man verlangt die Grenzwerte von 

a^+b'-2 

Die gesuchten Warte sind 

LimeUmö ^^^^^^ ^lgb-, 

für S = ccQ'^ B ^^ ßO' und verschwindende 0" ergibt sich der Grenzwert 

a • lga-\-ß'lgb 

Aufgabe 80. Man sucht die Grenzwerte von 

ad-\-bB 
Dieselben sind 7 /. i j» i n ^ 

Lim$ Linie J . . == — » 



Linie Limg 



ad-\-bs a 

lg(l+ä + B) 1 



ad + bs b' 

für ds^a-Ö", £ = /3<9' und verschwindende ♦**■ entsteht 

cc + ß ^ 
aa + bß* 

Schlömilch, Übangsbuch. I. 5. Aufl. von NaetBch. 2 
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Aufgabe 81, Unter der Voraussetzung, daß t und a> unend- 
lich wachsende positive Zahlen bedeuten, sollen die Grenzwerte von 

/ 1 \at-\-b(a 

ermittelt werden. 

Bei analoger Bezeichnung wie früher erhält man 

Kl \at + 6ö)-| 

setzt man T==a<y, (i() = jS<y und läßt 6 unendlich wachsen, so er- 
hält man den Grenzwert 

Aufgabe 82. Man verlangt die Grenzwerte der Funktion 

für den Fall, daß die positive Größe 6 unendlich abnimmt und 
die ganze positive Zahl n unendlich wächst. 

Aus der f ür a < 5 und < ^ < 1 geltenden, auf Seite 4 
unter y) bewiesenen Ungleichung 

o — a 
folgt für a = w, 5 = w -f- 1 

^^^^ l ^ 1 1 ^ X 

w(m + l/ m^ (w + l/ (m+l)m^ 

Setzt man linker Hand statt (m -f- 1)^ das kleinere m\ rechter 

Hand statt m^ das größere (m + 1)^, so erhält man die stärkere 

Ungleichung 

X I I X 

Es sei nun X = ö und m der Eeihe nach =1, 2, 3, ... n — 1 ; die 
Addition der so entstehenden Ungleichungen gibt dann 
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> 1 - 7* > <^[^ + jiij + ii^ + • • • + ;;iT7} 

woraus leicht die nene üngleichting folgt 

Läßt man zunächst n ins Unendliche wachsen bei konstanten 
d > 0, so erhält man 

l<LimnF(d,n)<l + S 

und nachher, wenn S gegen die Null konvergiert 

LimsIAmnF(d^ n) = 1. 

Wenn zweitens bei konstanten n erst ö gegen die Null kon- 
vergiert, so wird die vorletzte Ungleichung zur Gleichung 

LimdF(ö, w) = 
und es ist daher auch 

LimnLimsF(ß^ n) = 0. 
Setzt man drittens 

Ign 

wo X eine beliebige endliche Eonstante bezeichnet, so tritt die 
Abnahme von d gleichzeitig mit dem Wachsen des n ein; die 
Ungleichung för F(öy n) wird jetzt zur folgenden 

\ n-lgn) \lgn^ J Ign^ 

und diese gibt 

Bei der Aufsuchung der Grenzwerte von Funktionen mehrerer 
Yariabeln hat man in analoger Weise die Beihenfolge der Grenz- 
übergänge zu beachten, welche sich auf die einzelnen Yariabeln 
beziehen. 

') Diese Methode gelangt zur Anwendung bei einem Yerfahren, 
dessen man sich zuweilen in der Stereometrie bedient, um die Formel 
fOr das Yolumen der Pyramide abzuleiten. Bei diesem Yerfahren (vgl. 
z. B. Schlömilch, Grundzüge einer wissenschaftlichen Darstellung der 

2* 



20 Einleitung. 

Greometrie des Maßes, U. Teil, § 16) überzeugt man sich zunächst durch 
einfache geometrische Hilfsbetrachtungen, daß für das Volumen V einer 
Pyramide, deren Grundfläche den Inhalt G. besitzt und deren Höhe 
gleich h ist, die beiden Ungleichungen 

ü <V<W 

gelten, in denen 

l« + 2«4.3«+--+(*»-l)* 



V^Gh ^-! ' 4 — -^ 



W^Gh 



n» 



ist; n bedeutet hierbei eine beliebige positive ganze Zahl. Wenn man 
nun n unendlich groß werden läßt, so wird (vgl. Aufgabe 16) 

l«-f2' + 3'+--+^' 1, 
Um -^ 3- 

und weil 

l«4.2«4-3« + --- + (n-l)» ^ l'+2H3' + --+^' 1 
n' n' n 

geschrieben werden kann, auch 

l« + 2H3'+--- + (n~l)' 1. 

für ein unendlich wachsendes n nähern sich daher U und W der ge- 
meinschaftlichen Grenze \Gh. Hieraus folgt aber, daß auch 

V^\Gh 

sein muß. 

*) Die in den Ungleichungen ß) und 7) enthaltenen Tatsachen 
können geometrisch gedeutet werden, wenn man den Verlauf der Funk- 
tion a/* mit Hilfe eines rechtwinkligen Koordinatensystems graphisch 
veranschaulicht, indem man x als Abscisse, ccf*' als zugehörige Ordinate 
aufträgt. Aus den genannten Ungleichungen kann man dann schließen, 
daß der im ersten Quadranten gelegene Teil der entstehenden Kurve 
der rc- Achse durchweg seine konvexe Seite zukehrt, solange fA>l 
ist; daß er hingegen der a;- Achse durchweg seine konkave Seite zu- 
wendet, sobald 0«<ft«<l ist. — Geeignete Beispiele zur bequemen 
Veranschaulichung dieser beiden Tatsachen ergeben sich, wenn man 
dem Exponenten ^ der Reihe nach die Werte 3, 2, y, -|-, -J- erteilt. 

*) Die abzuleitende Gleichung behauptet, daß sich die Werte der 
beiden Funktionen 

f(« + «)(a; + ft...(a; + ^) und a;+ " + ^ + ""+^ 

um so weniger voneinander unterscheiden, je größer der Wert der Variabein 
X ist. Stellt man den Verlauf beider Funktionen in der üblichen Weise 
graphisch dar, so erkennt man, daß diese Behauptung einen einfachen 
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geometrischen Sinn hat; sie kommt darauf hinaus, daß die durch die 
Gleichung 

^ n 

dargestellte gerade Linie eine Asymptote der durch die Gleichung 

y'' = {x + cc)(x + ß).,.(x + ii) 

dargestellten algebraischen Kurve n^^^ Ordnung sein soll. Daß letzteres 
aber in der Tat der Fall ist, kann durch die im Anfange des lY. Kapitels 
angegebenen Hilfsmittel sofort bewiesen werden. — Analoge geometrische 
Deutungen sind übrigens auch bei den Aufgaben 2, 3 und 6 möglich. 

*) Die Tatsache, daß e* <^- wird, solange «<£?-< 1 ist, kann 

1 — z 

sofort anschaulich gemacht werden, indem der Verlauf der beiden Funk- 
tionen e* und graphisch dargestellt wird, und zwar in dem näm- 
lichen rechtwinkligen Koordinatensystem ; dann ergibt sich das eine Mal 
eine logarithmische Linie (vgl. § 16), das andere Mal eine gleichseitige 
Hyperbel. Die gegenseitige Lage der beiden Kurven läßt die Richtig- 
keit der obigen Ungleichung sofort erkennen. — In analoger Weise 
können übrigens auch die gleichfalls im Text auftretenden Ungleichungen 
«^>1+;? und e""*>l — £? veranschaulicht werden. 

*) Eine bemerkenswerte Kontrolle ergibt sich, wenn man in dem 
gefundenen Resultat ß^O werden läßt. Bezeichnet man den im Text 
erhaltenen Wert von lAmMn zur Abkürzung mit 8^ so daß 



5 = 



ß 



-^K'+!) 



ist, so erkennt man durch die Substitution /5==— » daß der Wert, welchen 

8 für jj = annimmt, identisch sein muß mit dem Werte, welchem sich 
der Ausdruck , ^ 

den man auch 

schreiben kann, für ein unendlich wachsendes & nähert. Dieser Wert 

aber kann nach Aufgabe 8 sofort angegeben werden, er ist gleich — 

Das nämliche Resultat aber kann auch auf direktem Wege erhalten 
werden; macht man nämlich die Substitution /3 = in der ursprünglichen 

Formel für jB«, so ergibt sich sofort 2?« = — » also auch itwt i?n = a nnd 

1 " 

mithin 5=— • 



Kapitel I 



Einfache Differentiation TOn entwickelten Funktionen 

einer Tariabeln. 

§1. 

Gmndformeln und allgemeine Hegeln« 

Für die Differentiation der sogenannten einfachen Funk- 
tionen gelten die nachstehenden Formeln, welche gewissermaßen 
das Einmaleins der Differentialrechnung ausmachen: 

2, ^-..,„, m... 



8) 



d(^logx) 1 dlgx 1 



dx x.lga x x 



Ä\ dsinx 

K\ dcosx 

5) -^ stnx, 

6) ^ ^ .ec«., 

M\ dcotx o 

7) — ^ — = — cosec^Xj 

o\ dsecx 9 

o) — ^ — = secrx . smx, 

fy\ d cosec x tt 

9) — ^ = — cosecrx . cosx^ 



10) 

11) 

12) 



dx 
darcsinx 1 d arc cos x 

d arc tgx 1 d arc cd x 



dx l+Ä* dx 

d arc 8€cx 1 d arc cosec x 

dx xYx^^-i ^^ 



§ 1. Gnmdfonneln und allgemeine Regeln. 23 

Sind aj ßj y usw. konstante Größen, u^ v, w usw. Funktionen 
einer und derselben Yariabeln a?, so hat man für die Differentiation 
des Aggregats a • w + |3 •«?+•• • die Regel 

-o\ d(a'U + ß vA-y -wA ) du , ^ äv , dw , 

Dieselbe gilt im allgemeinen nur unter der Voraussetzung, daß die 
Anzahl der Summanden endlich ist; im entgegengesetzten Falle 
wird eine besondere Untersuchung erforderlich. 

Zur Differentiation der Produkte dient die Vorschrift 

^j^N d{uv) dv . du 

^ dx da; "• dx* 

wofQr auch geschrieben werden kann 

d{uv) /l du 



(1 du , 1 dv\ 
u dx V dx) 



dx 

Aus der letzteren Form ergibt sich bei einer größeren Anzahl von 

Faktoren • 

lEN d(t*t?w...) /l du , \ dv , 1 dw , \ 

^ ax \u ax V dx w ax / 

Falls unendlich viel Faktoren vorhanden sind, darf diese 
Formel nicht ohne weiteres angewendet werden. 

Die Differentiation der Quotienten unterliegt dem Gesetz 

,/t?\ dv du 

dl — ] u-j t;^- 

^/>v \M/ dx dx 

^ dx ^^ u^ 

Ist der Nenner konstant == a, so bedarf es dieser Formel nicht, 

V 1 

weil der Quotient — als Produkt aus dem konstanten Faktor — und 

a a 

dem veränderlichen Faktor v angesehen werden kann. Bei kon- 
stantem Zähler t; » & gibt die Formel einfacher 



(I) 



jrjN v-/ _ _ A . ^. 

^ dx w' dx 

Handelt es sich um die Differentiation einer Funktion von 
einer Funktion ^^ / n^ 

so ersetzt man diese eine Gleichxmg durch die beiden folgenden 
Gleichungen ^ _ ^^-^^ y = <p(^). 
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dz 
Ans der ersten bereclmet man ^ ebenso als wenn y eine nnabh&ngige 

Yeitoderliclie wäre; ans der zweiten ermittelt man ^9 und schließ- 
lich erh&lt man durch Maltiplikation 

^ dx dy dx 

Für die praktische Rechnung empfiehlt es sich, nicht sogleich 

d2 
den Differentialquotienten -^1 sondern vorerst das Differential de 

o X 

zu entwickeln und die angegebene Substitution yon y im Gedächtnis 
zu behalten. Das Ende der Rechnung kündigt sich von selbst 
dadurch an, daß das Differential der unabhängigen Veränderlichen 
als letzter Faktor auftritt. Soll z.B lg(a + hx -{- cx^ differenziert 
werden, so sagt man: analog der Formel 

ist auch, wenn statt y der Ausdruck a -{• ^01^ -\- C3^ gesetzt wird 
dlg{a + hx + cx^) = ^^^j^^^. ' d(a + l>x + cx^; 

rechts hat man noch ein Aggregat zu differenzieren und dies gibt 
wegen da = 

dlg{a + ix-\- ex') = ^q:j^:p^ •[b-dx + c-dix')] 

b + 2cx , 

== — r-^ — i i- • d^ 

a-\-ox-\-cx* 

und damit schließt die Rechnung, weil es nur noch der beider- 
seitigen Division mit dx bedürfen würde, um den gesuchten 
Differentialquotienten zu erhalten. In diesem, wie in jedem anderen 
Falle wandert das Zeichen d so lange von links nach rechts, bis 
es auf der äußersten Rechten nur noch vor x oder der sonstigen 
unabhängigen Veränderlichen steht. 

§2. 

Beispiele znr Differentiation algebraisclier Funktionen, 

1) d[{a + ax)(h + ßx)] ={aß + ha+ 2ccßx)'dx. 

Die Aufgabe kann auf zwei verschiedene Arten behandelt 
werden; man benutzt entweder die Regel zur Differentiation der 
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Produkte, oder man ftlhrt die Multiplikation von a + ax mit 
h -i- ßx aus und differenziert das entstandene Aggregat. Dies 
gibt zugleich eine Kontrolle der Rechnung 

2) d[(a + ax){b + ßx^)] = (bcc + 2aßx + Saßx^ • dx. 
Hier gilt eine ähnliche Bemerkung wie vorhin. 

3) ^ [(t ^* - ^^ + ^*) (t &^ + &a; + x^\] - 4a;« • dx. 
Warum ist das Differential so einfach und identisch mit d(x^)? 

Man kann diese Aufgabe entweder direkt nach Formel 16) be- 
handeln, oder auf die vorhergehende zurückführen, indem man 
von der identischen Gleichung 

cc-\-ßx 2a 

cc — (ix u — ßx 

Gebrauch macht. 

/»N , u^ß x _ aß — bccr , 

^ a-{-hx {a-{-hx)^ 

Die vorhin angegebenen zwei Methoden sind auch hier anwendbar; 
welcher kleinen Modifikationen bedarf die zweite? 

„X ,/ a-\-hx \ ^acx-^hex^ , 

^ \a-\'hx-\-cx^) '~' (a-\'hx-\-cx^^' 

oN ,/ a-\-ßx \ aß — bu — 2cax — cßx* _ 

^ \a-\-bx-\-cx^/ {a-\'hx-\-cx^* 

gv ^/ a + ßx + yx^ \^ aß-ba + 2(ay-ca)x+{hy-cß)x^ ^^ 

^ \a-]-bx-{-cx^/ (a-fftic-f-ca;*)* 

Anstatt die Aufgabe direkt zu lösen, kann man sie auch mittelst 
der identischen Gleichung 

cc^ßx-\-yx* y 1 ay^ccc'{-(by — cß)x 
a-\-bx-]-cx* c c a-{-bx-\-cx* 

auf die vorhergehende zurückführen. 
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10) til/a + bx^ — dx. 

11) dVa+hx + cx^ 5 + 2ca? ^^ 

^ r I I 2ya+bx + cx* 

12) d{xYir+h^) = 15±£^ . dx. 

Hier benutzt man entweder die Regel zur Differentiation der Pro- 
dukte nebst Formel 10) oder man setzt xya + bx ^^yas^+bö^ 
und betrachtet den letzteren Ausdruck als Potenz eines Aggregats; 
was ist bequemer für die Rechnung? 

2a + bx 



13) d{^^^^) = 



2x*ya-\'bx 
Hier gilt wieder die vorige Bemerkung. 



dx. 



14) d lxf*ya + bx) = -^ / ^ dx. 

^ "^ ^ ^ ^ 2ya+bx 

iR\ ji^ ,/ — TT — ; 9\ 2a + 36aj + 4caj' , 

15) d{xY^:+i^+^^^^^^=^^^.dx. 

16) aO^±^^+^)--—^^fp^-dx. 

d{xfya + bx + cx^) 



17) 



Für die letzten vier Beispiele kann man die bei Nr. 12 ge- 
machte Bemerkung gleichfalls benutzen. 



18) d(-^=J\^--^^±^.dx. 

^ \ya-\-bx) 2y{a + bx)^ 



Die zu differenzierende Funktion läßt sich entweder als Quotient 
oder als Produkt aus x und (a + 6 a?)"""»" ansehen. 

b^x 



19) d(^^±M)= 

^ \ya-\-bx! 2y(a + 6iB)' 

20) d[f4±l^'j 



^a;. 



2a^ — &a + 5^a: , 



21) ^/ 5 + 2C.: \ 



4ac — 6* 



l/ä+Tä+75*/ 2y(a + 5a; + ca;")» 



da?. 
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22) 



23) 



d 



(t/S 



2a-^-hx 



ya-\-bx-{-cx 
cc + ßx 



\VÜ 



ya-\-bx-\-cx 



0- 

0= 



(&• — 4ac)a? 



dx. 



2y{a + bx + cxy 

2aß'^ba + (bß-2ca)x 

2y(a+bx + cxy 



dx. 



24) 



d 



\V^ 



x^ 



,) 



2iiaoc^ 



y a -\-bx-\-cx^ 



2y{a + bx + cxy 



dx. 



Hinsichtlich der letzten sechs Aufgaben gilt wieder die bei Nr. 18 
gemadite Bemerkung. 



25) 



{a—2bx)ya + bx 
xyx 



3a' 



2x*yx(a']-bx) 



dx. 



Die hier gegebene Funktion läßt sich entweder als Quotient an- 
sehen oder als Produkt zweier Faktoren: 



(i_,,).]/i+, 



oder als Produkt von drei Faktoren 

(a — 2bx)'X * '{a + bxy; 
welche Form ist die bequemste für die Bechnung? 

26) dV^ " f , -dx. 

Wie kann diese Aufgabe, falls man sie nicht direkt lösen will, 
auf Nr. 23 zurückgefQhrt werden? 



27) 






1 



{ya+bx+yaY 



}=-V^ 



(ya+bx+yaY 



^ \ X i ^ x*ya + bx 

Hier läßt sich die gegebene Funktion entweder als Quotient 
betrachten oder auf die Form 



^ + 5 + 2/^1^+^ 



X ' ' X 

bringen y welche die Anwendung von Nr. 13 gestattet. 
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29) d 



{ya + cx*-\-Yaf 



X' 



\ — 2yä 



(j/g + cgH"/«) 

x^ya-\-cx* 



' dx. 



Hier gilt eine ähnliche Bemerkung wie vorhin, wobei Nr. 17 zu 
beachten ist. 



30) d\^^^E±y-^ 



rc*ya4"&^ 



dx. 



Warum unterscheidet sich dieses Resultat von dem in Nr. 28 ver- 
zeichneten nur durch einen konstanten Faktor? 



31) d 



ya-\-cx^-\-Yä 

yö^Pcic*— yä 



2ya {ya^cx*-\'ya) 

- • ■ ■ ■ - * ■ I - 

^ rc'ya + co;* 



dx. 



32) d 



yä+Jxj^-Ya-^ßx^ 
yä+ßx^yä^ßx 



a a + ya*-ß*x^ 
ß a;«y«'-/5*^ 



• dx. 



Inwiefern läßt sich die vorige Bemerkung zu einer wesentlichen 
Abkürzung der Rechnung benutzen? 



33) d{ 

34) d{ 

35) d{ 

36) d[ 

37) d{ 

38) d{ 



^ yö+T 



e2a;. 



- 3« + 2?)«») V(a + 6a;*)'} = ~ 



X 

20 h^x^ 



W+h 



dx. 



X' 



56 



Sa^+ahx^+U^x^)ya-\-bx^}==^^b^x^ya + hx^'dx. 



- 4a + 3&Ä;)V(a4- &aj)'} = ~ • 



21 &«« 



Vö+ö 



• dx. 



X 



- 4a + 3bx^)y{a+hx^y] = - • 



21 b^x 



8/>.8 



VöT^ 



45 



• dx. 



-U*+abx^+6b^x^)ya+bx^]^^b^x^'ya + bx^'dx. 



39) 



r (a + ax) 



X' 



£ 
¥ 



a 



+ 



(a + aaj) (6 + jSit) (c + ya;) 
6 c 



+ 



a + aic & + /Saj c + y^ 



jyia + axnb'^ 



dx 



+ ßx){c + rx) 



Zur Lösung dieser Aufgabe kann man unter anderem die Formel 15) 
in § 1 benutzen. 
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40) 



d 



(a + ««)"* (6 + /Sa:)"... 






a + aa? 



& + /?«; 






die Anzahl der Faktoren ist hier beliebig, nur darf sie nicht 
unendlich groß werden. 

§3. 

Beispiele zur Differentiation von Exponentialgrößen 

und Logarithmen. 

1) d[{x— l)e^] ^xe' *dx, 

2) d{{x^ — 2x + 2)6^] ^x^e-dx. 

3) d\{x^ — Zx^ + 6aj — 6) e^] = a?V • dx. 

Hieran knüpft sich die allgemeinere Frage: „Wie müssen die 
Koeffizienten A^j Ä^, A^^ , . , gewählt werden, wenn die Gleichung 

4) e?[(a7"»— J^a?"»-^ + A^x'^-'^ )e*] = x'^e' • dx 

stattfinden soll, worin m eine ganze positive Zahl bedeutet ?^^ 



e* • dx, 
2 



5) <^') = (|-.-) 

Wie müssen überhaupt die Koeffizienten J?^, J^g, ^3, ... und die 
beiden Konstanten a und 6 gewählt werden, wenn die Gleichung 

^ LVaf" a;"*-^ a;"*-* / J \a? a;"*+V 

stattfinden soll? 

10) e?(e2«*+^**) =2(a + &a?)c2«'+*«^'.(laJ. 

11) d(a;c2«*+ft*'^) =- [1 + 2(aa; + &a;*)]e2 «*+*** • dx, 

12) d(e^«+^*+^*^) = 



& + 2ca; 



2ya + &a; + ca;* 



Va + ^äj + ca;* 



da;. 
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13) dlgia + bx) =vh^'^''- 

14) dlg{a + lx + c:^ == _H^. . da,. 

15) d^ia + «X) (& + ß*)] - H^l^^lXm ' '*^- 

Den gegebenen Logarithmiis kann man entweder im ganzen 
differenzieren oder yor der Differentiation in die Logarithmen der 
einzelnen Faktoren zerlegen. 

16) ^^^^^-^^^i^--^^- 
Hier gilt eine ähnliche Bemerkung wie vorhin. 

1^) ^^-^^Tbi ° (a + 6«) (« + /»«;) " ***• 

18) (i?!/r-=^='\ »-m^-«^*- 

^ ^VVo + ft«/ 2a!(a+6a5) 

19) d?;; (" — — "j = , " ^ • dx. 

20) dlg{^^^M^=^ - ,,,^/w"A' ^ .. • dx. 
' ^VVa + ftas + cajV 2(6 + 2ciF)(a + 6a! + ca:') 

,, / 2a-f6a \ Q)* — ka^x , 

2^) ^VVa+6a;+cW ~ 2(2a + 6a!)(a + 6a: + ca;') " **' 



23) dJ3^&J^) = -^=.d*. 

24) d^yf ^gg-^g ) ^.d*. 

25) e^z/ V^+gg-V^^ ^ « " . äx. 

Setzt man in Nr, 24) a=^ o?^ c = — |S*, so unterscheiden sich die 
rechten Seiten der Gleichungen 24) und 25) nur um einen kon- 
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stauten Faktor; was folgt daraus in Beziehung auf die linksstehenden 
Logarithmen? 



2 yc{a -f &a: + cx^ + (6 + 2ca;)\ ___ 2]/^ 



^ / 2Vc(a-f&a: + ca;') + (6 + 2ca;) \ ^ _^ 



(2 a;. 



X 

aer 



27) dii/(ac« + i.) ^rrz-^''- 

28^ (2Zflr( ^1 = dx, 

29) dlg(YäJ^~+h + -^ . e^) = ^ ^^ • tia;. 

30) (2^1^-== — ^- — I == j —-' dx. 

§4. 
Beispiele zur Differentiation trigonometrisolier Funktionen. 

1) d[sin"^(ccx + ß)]^ masin"^'''^(ax + ß)cos (ax + ß) * dx, 

2) d[cos"^{ax + ß)] = — macos"^—^{ax + ß)sin (ax + ß) • dx. 

3) dL^»» (aa; + lS)]= matg""-^ (ax + ß)sec^{ax + ß) - dx, 

4) (2(2a; + sin2x) = 4oö5*a; • tZoj. 

5) d(2x — siw2a;) == 4:Sin^x • tia;. 

6) tZ(95tna? + 5m3aj) = 12cos'ÄJ«(?a;. 

7) d(9co8x — co53aj) = — 12sm'a; • dx, 

8) t2(aj + sinxcosx) = 2cos^X'dx, 

9) e2(a!; — 5iwa? cosa?) = 2 sin^ x-dx, 

10) (2 { (2 + cös*a?)5iwa; } = 3 cos^x • Ja;. 

11) (i{(2 + sin^x)cosx] = — 35m* a;» dar. 

Warum stimmen die rechten Seiten von 4) und 8), 5) und 9), 
6) und 10), 7) und 11) bis auf konstante Faktoren miteinander 
überein? 

12) d{\x + (-§- cosaJ + cos^x) sinx] = 4 cos^x • dx. 

13) d{-jx — (-§- sin x + sm^ x) cosx}^ 4: sin* x • dx. 
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U) d(Stgx + tg^x) -^'dx. 

D 

15) d(3 cot X + cot^ ^) =* ^T" • ^^- 

16) d(tgx-\t9*x) ^^rf"^«- 

■,r,\ •./, j<l\ cot SX , ! 

17) d{tgx-tg^x) '^ -^^^ • dx. 

18) d(|«?»a;-i</^)=^-t?a^. ! 



19) d{2t9H-t9H) =^-dx. 



COS^'X 



c^rw ,{Btgx — tg^x\ 3 , 

^^v , / stn ic \ aco8X-\-h , 

QQ\ ^ /" ^ \ ^ (a--/3)gm2a; , 

^ \a cos^x-\- ß sin* x) (a cos* ^ + /^ ^*'** ^)* 

24) df }/« C05* ÄJ + j3 sin^ x = \s^ — p)s%n ^^ 

2 y a cos* Ä + /3 «m* x 



op-x , j |/a cos* x-\- ß sin* x | ßsinxsec*x , 

'^ [ <^osx y y^^cös*^+ß^in*x 

c^r*\ , f l/a CO«* a;+i5 sm'a; 1 acosxco8ec*x , 

26) (? { -^^ r-!-^- } t= • C^OJ. 

[ smo; J yacos*x+ßsin*x 



o^N , I yaco5*ic-f /5*****^ \ acot*x — ßtg*x , 

^ I cosxsinx j "" yäcos''a;+/3stn*5 * 

l y a co«'a; + ß sin*x i y (acos*a;+|3si«*a;)* 

on\ j f sma; ] acosx , 

2y) t?i - } = = dx. 

^ ya cos* x-{-ß sin* x J y{acos*x-\-ßsin*xy 

nr\\ , f cosx sin X I a cos^ X — ß sin* x , 

1 y a cos*x-\-ß8in*xf y(acos*x-\-ß sin* x) ' 
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§5. 
Beispiele zur Differentiation oyklometrischer Funktionen. 

1) darctg-^-^-^^^dx. 

. 2) ^«^^^^rT^ = -iT^«-^^- 

Warom sind die rechten Seiten dieser Gleichungen identisch mit 
(i(— arctg x)? 

3) darctg^, = j^,.dx. 

4) darccos^, = YTx^-dx. 

Wanun stimmen die rechten Seiten dieser Gleichungen überein 
mit d(2 arc tg x)? 

5) d arc tg , = , • dx. 
Warum ist die rechte Seite = d arc sinx? 

X 1 

6) d arc sin ■ = ^i — i • dx. 

^ yi + Ä» 1+^* 

Warum ist die rechte Seite = d arc tg x? 

7) d arc sin (2ir Vi — x^) = , • dx. 



dx. 



Warum ist die rechte Seite == (1(2 arc sin x)? 

Warum ist die rechte Seite = d(y arc i|^ äj)? 

Q\ ^fo 4 l> + 2cx ] y4tac-b^ , 

9) d\2arctg-:^======\ - a4-hx4-cx* * ^^' 

in\ jj • ^cx — h Vc , 

10) darcsin = •dx. 

y4ac + &* ya+ftic— crc* 

ii\ ^lo * -1?L±^^1 T/4ac-&« , 

Schlömiloh, Übongsbucli. L 5. Aufl. toxi Naetsch. 3 
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12) d arc sin — = . • dx. 

a;y4ac + 6* «y — a + feaJ + ca;" 



13) darctg——-i- - -^rrw^^jrrzir ' dx. 



a — rc* a* + /3aj' + a5^ 



14) a arc sin — r^ = / ' dx. 



15) e?arcm (^" + q^-:"y ^ >^- ^^^ +^^ . da;. 



(a + /3a;) •'j/6«--4ac (a + /Jaj)ya + 6aJ + caj* 



17) darc^m-^-^ 7^^^^ ^ = / - dx. 



18) darctg^^^?^^^ ^^^^f^^dx. 

Warum sind die rechten Seiten von 17) und 18) gleich und 
entgegengesetzt der rechten Seite von Nr. 14)? 

« 

1ü\ Ji\c% • l/(a + /3y)ic\ ya(a + /3y) - 

19) (?{ 2 arc sm ]/ ^-^-^ f = — - — ^^ — t^^ — • dx. 

^ l ^ y(a + /5a;)j {siL\ßx)yfX-x^ 

20) e^|2arc^^T/^^±^ 

/ l ^ r a(y-aj) J (a + /3a;)yya;-a;» 

Weshalb stimmen die rechten Seiten von Nr. 15), 19) und 20) 
überein? 

21) d arc tg --=====: = ?^-^-^-b^= • da?. 

^ y« (1 - a;*) (oc + ßx^yi-x* 



22) d arc stn , ' ' -^ =. l_a_lxl__ . (^^j, 

^ • ya + ßx^ (cc + ßx*)yi-x^ 



• j5ya + j3a; + ya;* 2(a + /Jaj +ya;*)ya + |5a; 

o.N , . (ß+2yx)yä ya(|3*-4ay) , 

ßYa + ßx + yx^ 2(a+/3a;+yaj«)yi3a?+ya?* 
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§6. 
Vermisohte Beispiele. 

1) t?(aj*) = af{l +lgx)' dx. 

Man beachte hierbei, daß af als Ezponentialgröße dargestellt 
werden kann. 

2) d(x^^) ^2x^ff'''-^lgx'dx. 

3) d[{lg xy] - Qgxy-^1 + lgx*lg (lg x)} - dx. 

Wenn u und v Funktionen von x bedeuten, w' und v* ihre 
nach X genommenen Dififerentialquotienten sind, so gilt überhaupt 
die Formel 

5) d{u^) = t**'—' (w't? + uv' lg u) • dx. 

Im folgenden bezeichne Hog den zur Basis b gehörenden 
Logarithmus von 0] es ist dann 

6) d("log a) => 'log a • Hog e • dx. 

Hier wird es zweckmäßig sein, 'loga durch natürliche Logarithmen 
auszudrücken. 

7) d[-log(a + ßx)} = {-^^ - ^'^log{a + ßx)]-loge • dx. 

8) d['log sin x] = Icotx • 'log sin x } 'log e • dx. 

Sind überhaupt y und Funktionen von a?, «/' und 0' ihre 
Differentialquotienten, so gilt die allgemeine Formel 

9) * d(ylog0)=^{^-'^'ylog0\^yloge'dx. 

10) d\x arc sinx + }/! — a^} = arcsinx • ^^• 

11) cZ{a;arc^a; — y^(l+aj^} =» arctgx • (^oj. 

(Of* <« ^ tl/fC St/Hl SS 

arcsinx + ^lg(l— xn\ = , • dx. 

yi-ic« ^ ^^ ^) l/(l-a;)» 

13) e2{a;*+(arc5maj— 2aj)/l— a;^)arcsmaj}= — — ^dx. 

s* 
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14) 
15) 

16) 

17) 
18) 
19) 

20) 

21) 
22) 

23) 



26) 



27) 



28) 



29) 



, f , / X \ arc sin x ] arc sin x , 

d[e^'(acoslx + bsinhx)} = (a^+ h^e^^'cosbx'dx. 
dlef^'^asinix — hcoshx)} =^ (a*4- h^e^'sinhx-dx, 
d[(x + Ä;|^l—a;2)e*«'^ "•'»*} =» (1 + A:*)e*««"'«*.(ifl;. 

lyT+P J y(i + xy 

d\xcos(lgx — -^7r)} = ]/2 • cos(lgx)'dx. 
d\xsin(lgx — -|-7i;)} = |/2^- sin(lgx)'dx, 

e??jl ^^/ ) =-1 — i — '^o« ' « •^^- 
^\a — ßtgxj a^cos*x — ß*8tn^x 



' dx. 



24) di J'^^^^'^^*^^^'^*^^^ ^^ y&^^=^' 

25) darctgl — tgx] = -^ — ^ , ^, . , • ela;. 



c^arc 



^ (a-&)<p|a;+c~}/5^+c«-a« 






(2a;. 



darctg 



{a-h)tg-^x-\-c ^ ■^a'^-h^-c' 



i/a» — 5«_c* 2 (a 4* & C05 rc + c «n rc) 



e2ar. 



c^ 



y^-arc^ 



y2a • 8in\x I y o (a + 6) • co«y rc 

y(a + 6) cos a; I (a + & cosa;)yco«a; 



(2 a;. 



30) (? 



1 { y^'cos\ 

}/2 \Y2a'cos^ 



y a; — y (a — 5) cos 



X + y (öt — &) cos 



b) cos 0? \ 1 yä(ä— &) ' sin\ x , 
&) cos xj\ {a-\-hco8 x) Ycos x 



Kapitel ü. 



Mehrfache DUFerentlationen yon entwickelten Funktionen 

einer Tariaheln. 

§7. 
Grundfonueln und allgemeine Begeln. 

Die successiveiL Differentialquotienten der Funktion f(x) werden 
entweder bezeichnet durch 

df(x) d^fjx) d*f{x) 
dx drc* dx^ 

oder kürzer durch 

Bf{x), I)*f(x), DYC«),... 
oder auch durch 

Für die höheren Differentialquotienten der einfachsten Funk- 
tionen gelten folgende Formeln: 

J t = f* (f* — l)(f* - 2) . . . (|x - [w — 1]) . &». (a + 5ic)'*-»; 
spezieller für f* = — 1 

^ \a-\rhx) {a + hxf-^^ 

und für |it = — -|- 

oN { 1 j^ (-ir.l.8.6...(2n~l).5" 

4) i)«^(« + 6.) = ^^-^^^^^^^ 

5) 2)~(e^*) = ft'»€*^ 

6) Di^sinx= 8in{\n% + x). 

7) B^COSX == C05(y«JK + ÄJ). 
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Bedeuten u und v Funktionen der Yariabeln Xy so ist 



. { 



i)«(ut;) = («)o . w . 2)«t; + (n)i . Dt* . D«- ^v 



wobei in der letzten Formel unter (n\y (n)^, {n)^^ ... die Binomial- 

koeffizienten 

n n(n— 1) n(n— l)(n--2) 

^» T' 1.2 ' 17273 '*" 

zu verstehen sind. 

um die höheren Differentialquotienten einer gegebenen Funk- 
tion f{x) zu entwickeln, kann man zwei verschiedene Methoden 
benutzen: die rekurrierende und die independente Darstellung. 
Bei der ersten bildet man zunächst eine Gleichung zwischen zwei 
oder mehreren aufeinander folgenden Differentialquotienten beliebig 
hoher Ordnung, wie z.B. zwischen /•(«)(«?), f^^'-^^^x), /'('*+*)(a;), 
imd berechnet mittelst dieser Gleichung (der sogenannten Bekursions- 
formel) einen Differentialquotienten nach dem anderen. Bei der 
zweiten Methode sucht man f^^^(x) xmabhängig von den vorher- 
gehenden Differentialquotienten darzustellen , wie dies z. B. bei den 
Formeln 1) bis 7) geschehen ist. Da sich für keine der beiden 
Methoden allgemeine Vorschriften geben lassen, so dienen die 
folgenden Beispiele hauptsächlich um zu zeigen, wie man in 
speziellen Fällen die besonderen Eigenschaften einer gegebenen 
Funktion benutzen muß. 

§8. 

Beispiele zur rekurrierenden Entwickelung höherer 

Differentialquötienten. 

1. Handelt es sich um die successiven Differentialquotienten von 
so differenziert man zunächst einmal; die entstehende Gleichung 



f'(^) = 



X 



multipliziert man mit 1 -f x^^ gibt dem Resultate die Form 
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und differenziert noch (»i- + l)-mal mittels der Formel 9) in § 7; 
das Besnltat lautet 

(1 + aj2) /•("»+ *K») + (w + l)i . 2xf^"'+^)(x) + (m + 1\ . 2 /"("») (a?) 

= xf(^+^)(x) + (m + l)i . f^'^Kx) 
oder 

Für m == folgt aus dieser Eekursionsformel unter Einführung 
der schon bekannten Werte von f^^\x) = f(x) und f (x) 

femer ist für w = 1, 2 usw. 

^ W 1+^. ~ 1/(1+^* 






12««- 8 



+«* 1/(1+««) 

usw. 

In dem speziellen Falle x = wird die Eekursionsformel 
einfacher, nämlich 

/'('»+2)(0) (m - l)(m + 1) . /•("»)(0) 

und daraus erhält man wegen f(p) = 1 und f'(P) = 

' fin)(p) = (- 1)^"'. [1 . 3 . 5 . . . (« - 3)p. (w-1) 

für gerade Werte von w, 

/•(«)(0) = 0, für ungerade Werte von w. 

2. Die Funktion 

f(x)=^(a + lx^f* 

gibt bei gleicher Behandlung 

(a + hx^)f(x) = 2(ihxf(x)y 

fim+2)(^\ _ (2ft-2m-2)«/-(>"+^^(«) + (m+l)(2fi-in)/-(">)(a:) . 
' W^ a + &«« 
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Im speziellen Falle a? = wird bei geraden Werten von n 

= 1.3-5- • •(» — !)• 2^(2 fA — 2)(2|x — 4) 

(2fi-n + 2)a^(J) 

dagegen bei ungeraden Werten von n 

fin) (0) = 0. 
3. um die Funktion 



n 
1 



{ya + bx + yä)ya + bx 
mehrmals zu differenzieren, schreibt man erst 

^/ V 2a yäTfbx —yä 
fix) = -r- • - — ' ^ —1 

^ ^ ^ xya + bx 



multipliziert mit xya + bx und differenziert vorläufig einmal; 
nach gehöriger Eeduktion findet sich 

2(ax + bx^)f{x) + (2a + ^bx)f(x) = 2a. 

Durch {m -{-l^-msMijgQ Differentiation folgt nun die Bekursionsformel 

2x{a+bx)f^'^'^^\x) + [(2m + 4)a + (4w + l)bx\f^'^-^^){x) 

+ (w + l)(2m + 3) &/*(»») (aj) = 0. 

Für den speziellen Fall rc = ergibt sich wegen /*(0) = 1 

f...,o)-(-iM.2.3.... ;:tX::g:|;; (y. 

4. Ans der Gleichaiig 

f{x) = (>/«>+ß':B» + ßxY 
erhält man durch einmalige Differentiation 

eine weitere Differentiation liefert — wenn die soeben gefondene 
Formel benutzt wird — die Gleichung 

{a^+(i;^x^)'f{x) + ß^'xfix) = fi*|S*'/"(4 

Nach m- maliger Differentiation dieser Gleichung findet man 
(flf»+/5«a?«)/'('»+»)(a;) = - {2m + l)ß^xf^'^-^^\x) 

+ (fi^-w«)j3V^'«)(a?). 
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Für X = ergibt sich bei geraden Werten von n 

/'(n)(o) = fi^(fi^ - 2») ((i^ - 4«) . . . (^2 - [w - 2]«) «"-" jS«, 
dagegen bei ungeraden Werten von w 

fin)(o) =- fi (^^ - l«)(|it» - 3^) . . . (ft^ - [n - 2]>/*-«l3^ 

5. Es sei 

f(x) = y(arc5i»a;)*; 
man findet dann 

und hieraus die Eekursionsformel 

(1 - a;^) /•("»+«) (a;) = (2m + l)aj /•<»"+ i)(a;) + »iV^"*K4 

Im speziellen Falle a? = wird 

/•(«)(0) = [2 • 4 . 6 • • • (w — 2)]^ fiir gerade Werte von n, 
/*(«)(0) == 0^ für ungerade Werte von n. 

6. Aus der Gleichung 

f{x) == cos (fA arc sin x) 



folgt, wenn einmal differenziert, dann mit yl — x^ multipliziert 
und nochmals differenziert wird, 

man findet nachher die Bekursionsformel 

(1 - a;*) /•(»»+») (ä) = (2m + l)xf^"'+^)(x) + {m^ - ft')/'^"*K4 
Diese gibt im speziellen Falle x = 

/•(«)(0) = - ^«(2» - ^«) (4» - ^«) . . . ([« - 2]> - ^»), 

für gerade Werte von w, 
^(«) (0) == 0, für ungerade Werte von n. 

7. Eine ganz ähnliche Behandlung gestattet die Funktion 

f(x) = sin (fi arc sin x). 

Die Eekursionsformel ist hier dieselbe wie vorhin, und für a; == 

wird 

/^«)(0) = 0, bei geraden Werten von w, 

/•W (0) = ^(1« - f*»)(3> - ^i") . . . ([« - 2]» - ^«), 

bei ungeraden Werten von n. 
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8. Es sei ^ 

/■(«) = (1 + »*) * cos (fi arc ig a;); 

differenziert man statt dieser Oleichnng die folgende 

(1 + 0?*) ^ /■(«) = CÖ5 {(i arc tg x\ 

multipliziert nachher mit 1 + ^^ ^uid differenziert noch einmal, so 
findet man 

(1 + «»)/"'(«) - 2(^ - i)xf'(x) + (i(iii- l)fix) = 0. 

Daraus ergibt sich die Bekursionsformel 

- (^'— w)(fA — w — 1) /*("») (a;). 
Im speziellen Falle x = wird 



n 



/•(«)(0) = (— 1)2 .^(^ — i)(|x — 2)---(|x — w + 1), für gerade w, 
/•(n) (0) = 0, för ungerade n. 

9. Ganz ähnlich läßt sich die Funktion 

IL 
f(x) = (1 + x^y sin((iarctgx) 

behandeln. Die Bekursionsformel ist hier dieselbe wie Torhin; 
im Falle x = ergibt sich 

/•(»)(0) = 0, für gerade w, 

n — 1 

/•(«)(0) = (— 1) » •(*((* — l)((t — 2)- ••((» — « + 1), für tmgorade«. 

§9. 

Beispiele zur independenten Entwickelung 
höherer Differentialquotienten. 

1. um die gebrochene Funktion 

1^ 

ZU differenzieren, bringt man dieselbe auf die Form 

2cc\a-ßx ^ a + ßxj 
lind wendet die Formel 2) in § 7 an; man- erhält 
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oder auch 



^"U'-Z^'a^V 



"" 2a l(/Ja;-a)"+^ (/Saj + af+^J 

Vereinigt man die beiden Brüche rechter Hand, benutzt im Zähler 
den binomischen Satz und fOhrt die Abkürzung 

ein, so folgt 

2. Mittelst eines ähnlichen Verfahrens erhält man 

/ / X \ 12-8- ••»•<?" [ 1 (- 1)" 1 

^ W-ß*x*) 2/» l(«_/?a;)«+i („ + ßxr+^\ 

< 

Setzt man zur Abkürzung 
r = ((3ic)'»+^ + (w + 1)2- cc^ßxy-^ +(n + 1)4. a^(jSic)«-«+ • • -, 
so ist auch 






3. Um die Funktion 



a« + /5»a;« 
zu differenzieren, kann man die Zerlegung 

a* + ß*x*^2^ \ßx-ai "" ßx + ai) (* = V--V 

benutzen und dann wie in Nr. 1 rechnen. Wird hierbei zur Abkürzimg 

Z7 = (n +1)1 • ((5a?)''- (n +1)3- a«(j3ic)'»-*+ (»+1)5- a*(l?a;)'»-* 

gesetzt, so ergibt sich 

/ 1 \ _ (-l)"l-2-8-n>/r.J7 
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Ein anderes Verfahren ist folgendes. Man führe den Hilfs- 
winkel CO ein mittels der Formel 

G) ==» arcig ~ö—i 
aus welcher folgt 

cc ^ cc den , ß ' 9 n 

und differenziere zunächst die Gleichung 

11.8 
man erhält 

oder 

-Z^ ( 8 , /,! J = — , sin^(o sin2G). 

\a' + ß^xy a' 

Differenziert man zum zweiten Male und drückt da) wieder durch 
dx aus, so findet man 

und durch mehrmalige Anwendung desselben Verfahrens 

(1 \ T— 1)** • 1 • 2 • 3 • • • n • /?" I 4 , V 

i^q:^) = —^ ^^% ^sin^+'m-sinin + l)m. 

Die allgemeine Gültigkeit dieser Formel beweist man mittelst des 
Schlusses von n auf w + 1 » d. h. man differenziert die vorstehende 
Gleichung noch einmal und zeigt, daß hierdurch entsteht 

T^n-ui/ 1 \ (-ir+^-l-2.3...(n + l)./3"+^ . „ , j . / , oN 

die Formel gilt also für den (n + 1)*®'' Differentialquotienten, wenn 
sie für den n^^ richtig war, und da sie beim ersten Differential- 
quotienten gegolten hat, so ist sie nun successive richtig für den 
zweiten, dritten usw. Setzt man für ^mcound cd ihre ursprüng- 
lichen Werte, so gelangt man zu dem Endresultate 

•nnf 1 A (-ir-l-2.3...nß" . T/ . ^\ ^ «1 
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Aus der Yergleichung der beiden, auf verschiedenen Wegen 
erhaltenen Ausdrücke für denselben Differentialquotienten folgt noch 



l(J^^) «^[(» + »-«'a = (-+iVf^ 



-(» + 'V(p) + ('. + iV(f;)-- 

oder, wenn n = m — 1 gesetzt und wieder co eingeführt wird, 



stnnKo 

€08^(0 



= {m\'tg CO — (m\-f^^ w + (m\'tg^(o 



worin ein oft gebrauchter goniometrischer Satz liegt. 
4. Der n^ DifFerentialquotient von 

X 

läßt sich gleichfalls auf zwei verschiedene Arten entwickeln. Setzt 
man zur Abkürzung 

7= (ßxY+^ - (n + l\'Cc\ßxY-^ +(n + l^- a^ßx^-^ , 

so gelangt man zu der Formel 

(-l)'».1.2.3-..w.|3'*~^.F 



^ W + ß^xV 



(a* + |5*^*) 



t^f\m+l 



Man kann aber auch, wenn w seine vorige Bedeutung behält» 
von der Gleichung 



X 1 

= — T^sinacoso) 



a*+ß*x^ aß 
ausgehen und findet dann 



D"( , . ^, J = ^^ — ^ -T- 5w**+^coco5m + l)o}, 

J)^( , , ^, J = ^ \ ^ — cos\(n + i)arctg^-\- 

W+ß^xV Yia^ + ß^xy^^ ^ ^^-^ 

Durch Yergleichung der beiden auf verschiedenen Wegen er- 
haltenen Ausdrücke für denselben Differentialquotienten folgt noch 



cos mm 



^ = Wo - W2 -^5^* » + W*- ^« - 
eo&^ta 
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5. Die identische Gleichung 

1 1 



a-\-2hx-\'CX* 



i"^^ + e + -n 



führt zur Kenntnis des n*^ Differentialquotienten der linksstehenden 
Funktion; man wendet hierbei die Formeln des 3. Beispiels so an, 
daß man ac-b^ ^ , 

und zugleich — l- x fGa: x setzt, wodurch sich dx nicht ändert. 
Macht man Gebrauch von der Abkürzung 

S^(n + IX- (& + cxy —(n + 1)3- (ac - 6*)(& + ca;)~-* 

+ {n + 1)5- (ac - h^yQ) + cxy-^ , 

so ergibt sich 

/ 1 \ __ (-l)"'l-2-8-.-n»iSf 

^*'\a + 2bx + cx*)'' (^a + 2bx + cxY-^^' 

Falls ac — b^ positiv ist, kann man analog der zweiten Me- 
thode in Nr. 3) verfahren; wird nämlich 



OD = arc tg ^-r—, > 



j/ac — 5* b-\-cx 



yc(a + 26a; + ca;*) yc(a + 2&a: + c«*) 

gesetzt, so findet sich 

6. Aus der identischen Gleichung 

b-\-cx c ' 



o + 2&a;4-ca;* ac — b* , /b , \ 



2 



erhält man nach Nr. 4), wenn die Abkürzung 

T = (5 + ca?)'»+i - (w + 1)3. (ac - 6^)(6 + ca?)»-^ 

+ (» + 1)4- (ac - b^)\b + cxy-^ - 
eingeführt wird, 

b + cx \ (-1)**.1.2.3 .n-r 



2)«f l + cx_\ 



+ 26a; + ca;V (a + 26aj+caj*)'*+^ 
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Falls ac — h^ positiv ist, kann man die zweite Methode in 
Nr. 4 anwenden; sie gibt 

J)n( l±^ \ 

=(-l)».1.2.3-n.(-|/ ^^,,;^^^, )"''-co.[(>.+l)arc<,>^} 

7. Nach der Regel für die Differentiation der Produkte 
findet man 

B^ief^'coslx) =={(w)o«a'»— (w)j-a'*-"*Z)^+ {n^-a^—^'b^ ]ef^'^cos'bx 

Ein anderer Weg zur Entwickelnng desselben Differential- 
quotienten ist folgender. Man führe zwei Hilfskonstanten c und «d* 
ein mittels der Gleichungen 

aus denen folgt 

statt der Formel 

D(€f*^cosl)x) == €f^'^(acos'bx — Isinhx) 

läßt sich dann schreiben 

Die^'^coshx) = ce^''cos{hx + &), 

Durch mehrmalige Anwendung desselben Verfahrens erhält man die 

Formel 

I)'^{fcoslx) = d^f^'^cos{bx + w-Ö"), 

welche mittelst des Schlusses von n auf w + 1 zu beweisen ist. 

Vergleicht man die beiden för B^ {ef^^ cost x) erhaltenen Aus- 
drücke, setzt in der entstehenden Gleichung a; = und 6 = af^'9', 
so erhält man dieselbe goniometrische Formel, wie am Schlüsse 
von Nr. 4. 

8. Die höheren Differentialquotienten von ef^^sinhx lassen 
sich gleichfalls nach den vorigen zwei Methoden entwickeln. Die 
erste gibt 

nach der zweiten Methode erhält man 
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wo c und 0" dieselbe Bedeutung haben wie in Nr. 7). 

Vergleicht man die beiden für D" (e** sin b x) erhaltenen Aus- 
drücke, setzt in der entstehenden Gleichung x ==» und h '^ atgd'j 
so kommt man auf die in Nr. 3) gefundene goniometrische Belation 
zurück. 

§10. 
Allgemeine Theoreme über höhere DifTerentialquotienten. 

1. Um die höheren Differentialquotienten von fI — j zu ent- 
wickeln, setze man für den Augenblick 

1 .,1 . dy 1 

- = y, nuthrn ^ = -^; 

es ist dann 



dF(^) dy 



= - F'(y).^, 



dx dy dx ^^^ x^ 

wobei jP'(y) so berechnet wird, als wenn y eine unabhängige 
Variable wäre; zufolge des Wertes von y ergibt sich dann 

Eine nochmalige Anwendung desselben Verfahrens Hefert 

D» Wi) — ^.^^.^ + ^.rl^) 

\xj x^ dy dx x^ \x/ 

oder durch Wiedereinsetzung des Wertes von y 

Auf diese Weise fortgehend, erhält man der Reihe nach 

In den bisherigen Formeln scheint sich folgendes Gesetz 
auszusprechen: 



n — 8 
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Mh) =■ (- 1)- {^--^'-^ © + '""^^■^^"-'^ © 

^ (n-X)(n-2).(n), ^,_,Q^...j. 

man soll dasselbe mittelst des Schlusses von n auf n + 1 beweisen. 

a) Hiemach ist z. B. 

b) Wählt man die Funktion F(y) so, daß sich ^''-^(j^) 

direkt (d. h. ohne Hilfe der allgemeinen Formel) entwickeln läßt, 
so gelangt man nicht selten zu bemerkenswerten- algebraischen 
oder goniometrischen Sätzen. Z. B. für 

F{y)^arctgy, *^'(y) = tTF' 
ergibt sich 

wendet man nun die allgemeine Formel an, indem man schreibt 
\^) 1.2. .(n-1) Vx/ X ^\x)^lx* \x) 

und setzt man schließlich arc tg x = d^ so erhält man 
sinl^Q sinn (-|-;r — 6) = (w)i-C059 5m9 — .(w)2-co5*0 sin2d 

+ (w)5-co5' 5m 3 9 

Die Annahme ^(y) = y^ö' (l + y^) ^^^^ ^®i gleicher Be- 
handlung zu dem entsprechenden Satze 

Sin^d COSn (y« — 9) = («)(>—- (w)i'C059 C059 + (w)j-C05^9 co$2B 

— {^\'Cos^ 9 CÖ5 39 H 

SohlOmiloh, Übungsbuch. I. 6. Aufl. von Naetsoh. 4 
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2. Setzt man ftlr den Augenblick x^ = y^ so erhält man 

dF(x^ dF(y) dy -^^u \ c^ 
oder 

die mehrmalige Anwendung desselben Verfahrens gibt 

D'F(x') = (2xy-F"(x*) + 2-F'(x*), 

I>^F(a^) = (2xy>-F"'(x') + Q-ix-F"(x% 

D*F(x') = (2xy-F^^(x*) + 12(2xy-F"'(x') + 12'F"(x'), 

B^F(f) =. i2xf-F^{x^ + 20(2xy'F^(x^ + %0{2x)-F'" (o^ 

usw.; 

in diesen Gleichungen aber erkennt man indoktorisch das Gesetz 
D"F{x') - (2xY-F^%x') + ü^^!^.(2a!)"-»-ii'(»-i)(ic«) 

_^ w(n-l)(n-2)(w-8) ^ga,)«-*. j.(»-«) (3.1) 

+ **^*'~i^a'.8^'*~'^^ (2«)»-«. JP(— ») (f)+..: 

welches mittelst des Schlusses von n auf n-\-l za beweisen ist. 
a) Beispielsweise hat man nach dieser Formel 

Ersetzt man die Größen a^ ß^ x durch 

ac — 6* b , 

was auf dx keinen Einfluß hat, und fOhrt zur Abkürzung ein 



so erhalt man 4.(b + cxy ' 

^ \a + 2bx + cxV^ (a+26aj + ca;r+i t ^ - 1.^ - -^A 

+ (« — 2)2-M* }• 



«<?, 
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b) Die allgemeine Formel für I^F(x^ liefert femer 

/__1__\ (-l)*'»l-8-5--»(2n-l).(/3a?)^ f n(n-l) a + ßx* 

ly^TP/ ^ (yH^?S"«)*"+^ l 2 (2n- 1) ßx* 

n(n--l)(n-2)(n--8) /a+jP^'__ 1 
■*■ 2.4(2n-l)(2n-3) \ jSa?^ / '"j 

Benutzt man hier die nämlichen Substitationen wie im vorigen 
Beispiel und setzt zur Abkürzung 

c(a-\-2bX'{-cx^ 
so erhält man (h+cxy 

\ya-\-Ux+cxV^ (ya + 2&a; + car«)*"+^ l 2(2»~1) 

n(n-l)(n-2)(n~8) a 1 

■*■ 2-4.(2w-l)(2n-8) J 

Diese Formel gestattet eine bemerkenswerte Umwandlung. Aus 
der Gleichung 

folgt nämlich, wenn z als xmabhängige Variable angesehen wird, 
D?[(.«-l)»] = (« + l)(« + 2)...(2«)^{l-^^-V 



+ 



n(n-l)(n-8)(n-8) 1 



(w-8) 1 \ 

w-3) Äf* ji 



2.4-(2w-l)(2' 
beachtet man erstens die identische Gleichung 

und setzt man zweitens rechter Hand 

6 + caj 

so wird -|- =» t? und die eingeklammerte Sunmie identisch mit der 

nach Potenzen von v fortschreitenden Beihe; dies gibt folgende 
Belation 

wobei nach geschehener Differentiation in Beziehung auf z der für 
jsr angegebene Ausdruck zu substituieren ist. Hieraus folgt spezieller, 
wenn nach ausgeführter Differentiation x =^ gesetzt wird, 

[dI ( , ^ -\ 1 - ^^^^ D?[(i« - 1)«]. 
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c) Die allgemeine Formel för I>^F(x^) liefert femer 

l}-i,a + ßxr^ (a + ^^r-^ l^ + lö*-n + l) ^ßx* 

n(n~l)(n-2)(n-8) / g + ßx^ \ 

Setzt man zur Abkürzung 



Ä,= 



n(n-~l)(n — 2) ♦ - •(n-'2k-\-i) 

c(a + 2bx4-cx*) 



Hb + cß^y 
so erhält man aus der Torigen Formel 

D''{a + 2hx + cx^y 
ft(^-l)...(^~n + l)[2(6 + ca;)r. , . 

(a + ^bx + cxT"^ ^ ^ ^ ^ 

Bemerkenswert ist der spezielle Fall a = l, 6 = 0, c = — 1, 
w=«=w — 1, fA = m — Y, welcher gibt 



2)^-1(1 _ a;«f "T= 



vfn— 1 



__i (- 1)"»-^. 1.3-6. •.(2m- 



m 






C»).C^)V(«V(!^)--) 



a? / ^ ''' \ a; 
Für X = coso) läßt sich die eingeklanmierte Reihe mittelst der 
Formel 3) in § 9 



s%nm<o 



C08^(0 



summieren, und es wird nach Restitution von (X)=arcco8X 



vm — 1 



D^ ^{1 — x^) 2 = ^^ — ^^ -sin{marccosx). 

d) Wählt man F(y) so, daß I)^F(x^) unabhängig von der 
allgemeinen Formel entwickelt werden kann, so gelangt man zu 
irgend einem algebraischen oder goniometrischen Satze. Im Falle 

F{y) = lg{l-y) 



erhält man z. B. 

(a?+ir+(aj-ir 



(2a;f 



■" 1 * 4a;» "^ 12 \ 4a7» / 

«(»--4)(n — 5) /a;» — 1\8 



oder wenn 



12 3 



(%i)+ 
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X' 



X' 



Zj mithin x = 



gesetzt wird, 



yi-^* 



n (z\ , n(n — 3) (zy 
n(n — 4)(n — 6) /^\3 ^^ 



1-2-8 



worin der Koeffizient von {\zy durch den Ausdruck 

n(n — fe — l)(n--Ä; — 2)>'(n — 2Ä;4-1) 

1 • 2 * O * • • K 

gegeben ist. 

Differenziert man die vorige Gleichung in Beziehung auf z 
und läfit nachher n + 1 an die Stelle von n treten, so findet 
man leicht 

(i + yii:^^)«- (i - yi^zY 






+ 



(n-8)(n-4) /2f\a (w--4)(n-ö)(n-6) /^rX» 



1-2 



(i)- 



1-2-8 



(i)+ 



Zu ähnlichen Sätzen flihrt die Annahme 



und zwar ergibt sich, wenn nach Ausfährung aller Differentiationen 

arc ig— = 

^ X 
gesetzt wird, 

2cosnd='(2co8dY-j (2 cos 6) 



n-2+?i^) (2^05 0)«-* 



n(n — 4) (n — 5) /^ m« a , 
Hieraus folgt noch durch Differentiation in Beziehung auf 6 



sinn 6 
sinB 



n — 2 



= (2 cos 0)~--i - ^^ (2 cos dy- 



+ ^^^:zfl^(2cosey-^-^-- 



3. Durch mehrmalige Differentiation von F(yx) erhält man 
folgende Gleichungen 
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6' 



""^ ^ (^Yxy (21/«)* (2>^) 

^^ ^ (^y^y i's^Vxy i^v^ (^y«)^ 

usw., 
die zu der induktorischen Formel führen 

^'^'^^ (2V^)« 1 (2ys")~+^ 

'^ 1-2 (2yj)~+« *"' 

diese ist mittelst des Schlusses von n auf n + 1 zu. beweisen. 

a) Hiemach ergibt sich z. B. 

U + I^y«/ (2y5')~(a + /J>/a;)"+^ 1 1 2j5l/a; 

(n + l)(n-2) / a + py^ \^ 1 

■^ 1-2 V2^y5"y^"*r 

wobei die Koeffizienten unter der Form 

l* 2 • • • 'Ä 

enthalten sind. Das obige Resultat läßt sich noch dadurch etwas 
verallgemeinern, daß man ß durch ßYh und zugleich x durch 

-T- + a? ersetzt. 

b) Macht man Gebrauch von den Abkürzungen 

^ (n -f fe — l)(n -f fe — 2) ♦ • ' n(n — 1) ■■ ■ (n -- fc) 

* """ l-2-..Ä;(ft — w+1)0a — n + 2).-.(|* — n+Ä)' 

a + ßVx 
2/3 }/a; 

so findet man mittelst der Formel für I)^F{;^x) 
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Ein bemerkenswerter speadeller Fall hiervon ist 

c) Wählt man FQ/) so, daß 2)~JP(y^) unabhängig von der 
allgemeinen Formel entwickelt werden kann, so gelangt man zu 
einem algebraischen oder goniometrischen Satze. 

Ein Beispiel hierzu liefert die Annahme 

welche gibt 

^(«(,)=(_l)*-i.3.4...(fc-X).{^ + ^). 

USW. 

und schließlich, wenn nach Ausführung aller Differentiationen 

Ku — v) 
gesetzt wird, 

(w + vY = w« -|- t;« -}- (n\' (m~-"^ + t;"""^) — Tj- 

+ {n + i\'(u--^ + v-^) (i^) + • • • 

Nimmt man dagegen 

und setzt nach Ausführung aller Differentiationen 

arc tg --=. = 0, 

so erhält man die goniometrische Formel 

COSB 



+ (2w-2)„_i 



(2 CO« 6) 



n—1 
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4. Durch mehrfaclie Differentiation von F(x^) erhält man 
die Gleichungen 

D^F(x^) - X(X-l)x^'^'F'{a^) + k^x^^-^ 'F"(x^), 
D^F(x^)^X{X-'l)(X'^2)si^-^'F'(x^) + Bk\X-'l)x^^-^'F"(x^) 

usw. 
Hieraus ist ersichtlich^ daß I^F(x^) folgende Gestalt haben muß 

D''F{x^)^^C^ix^'F'(x^) 

+ C^ix?^'F'\x^) + C^of^'F"^ (a^) + . . . j , 

worin C^, ^2) ^8) * * * g^'^se EoeflBzienten bedeuten, welche nur von 
A, nicht aber yon x und der Natur der Funktion F{piP) abhängen. 
Zufolge des letzteren ümstandes kann man jene Koeffizienten dadurch 
ermitteln, daß man ftlr^(^) eine Funktion wählt^ deren Differentiation 
direkt (d. h; ohne die obige Formel) möglich ist, und nachher das 
Besultat mit der allgemeinen Formel vergleicht. Zu dem er- 
wähnten Zwecke eignet sich z. B. die Annahme 

worin t eine beliebige Eonstante sein möge. Benutzt man zur 
Abkürzung das Symbol 

Kf*-l)(ft-2)-"(^-Ä + l) = M, 

so erhält man aus der obigen Formel 

1 

s 

Anderseits ist 

jp(jr^) = (1 - i + tT^n = (1 - ty + (wX- (1 - ty-Hdi^ 

und durch direkte Differentiation 

+ (w)2. [2A](1 -0""*-^*^^H • • • 

Die Vergleichung der beiden, auf verschiedenen Wegen ge- 
fundenen Eesultate gibt eine Gleichung, die für jedes x und t 
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richtig sein muß; setzt man in ihr zur Vereinfachung x =^ 1^ so 
lautet sie 

Entwickelt man rechter Hand (l — tY^S (1 — 0**""^ ^^w. und 
ordnet alles nacli Potenzen von ^, so erhält man durch Yergleichung 
der Koeffizienten von f, fij fi usw. 






USW. 
n n n 



und Überhaupt 

^* = ff::* Kä)o • M - (*)i •[(«;- iW + (*)»• [(Ä -2)i] -•• •}• 

Um das Besultat möglichst einfach darstellen zu können, setzen wir 
und haben dann 

Beispiele zu dieser allgemeinen Formel sind: 

Gelegentlich ergeben sieb hieraus Eigenschaften der Größen L^^ 
ig, . . . Setzt man nämlich im ersten Beispiele a = und 
differenziert linker Hand direkt, so erhält man 

n ■ 
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5. Differenziert man die Funktion JP(e') mehrmals nach- 
einander, so gelangt man zu folgenden Gleichungen 

usw., 
deren allgemeine Form ist 

D«F(e') = C^&^'F^e') + C^^**F^\^) + C^^'-F^'^e') + • • • 

Um die von x und l^(e*) unabhängigen Koeffizienten Ci, Cg, Cj, . . . 
zu bestimmen, wenden wir die vorliegende Formel auf den Fall an 

F(y^)(l^t + tyY 
und erhalten 

D« (1 — ^ + tel'y 

1 2 

Anderseits ist 

F(e') = {l — t + t^Y 

= (1 - f)«+ (n)i.(i - ty-it^+ W2-(i - O'^-^^^^^^H- • • • 

und durch direkte Differentiation 

Die Vergleichung beider Resultate gibt, wenn zur Vereinfachung 
ic = gesetzt wird, 

12 8 

(«X-l''(l-<)»-i<+(M),-2«(l-i)'— »(äi+(«)j.3"(l-0''-»<'+- • M 
woraus durch Anordnung nach Potenzen von t folgt 

C, = 1» 

^* = A{2»-2.1«}, 
und überhaupt 

^*=r2^{^"-(*)i-(^-i)"+(*)»-(*-2)"---}- 



{ 



{ 
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Setzt man zur Abkürznng 

so hat man die allgemeine Formel 

Beispiele hierzu sind: 

■»" (a + e-y = (o + e»)^ { (^\.E, (-^) 



+ «^-^(7f?)+-} 



+ 

Aus der ersten dieser beiden Formeln wird fOr a === 

worin eine Eigenschaft der Größen E^^ E^j , . . liegt. Substituiert 
man hier die Werte 

Wi = Y' Wa = -172 TY"'-* • • 

ordnet alles nach Potenzen von (i und vergleicht die beiderseitigen 
KoeflQzienten von ^, ft^ . . . fi^, so erhält man noch n spezielle 
Eelationen. Die erste derselben ist för n > 1 

O^j-^E^^i^E^ + i'E^ , 

xmd die letzte 

^ En 

1 = -r—^ » 

1-2- • «n 
d. i. vermöge des Wertes von En 

(w)o-w'»— (w)i • (w — 1)" + (n)2-(w — 2)** = 1.2---w. 

Durch die Formel für2)"JP(e*) erledigt sich auch die Differen- 
tiation aller Funktionen von den Formen f{cosx)^ f($inx) usw., 
weil (nach der Lehre von den Funktionen komplexer Yariabeln) 
€08 Xj sinx usw. durch Exponentialgrößen ausgedrückt werden 
können. 
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6. Differenziert man F{lgx) meimnals lUMdieinander, so 
eriiüt man die 



ß'FQgx) = ^{F"(lgx) - F'ilgx)}, 

S^FQgx) = ^[F"'{lgx) - SF"(Jgx) + 2F'(lgx)], 



welche auf das aJlgememe BüdnngsgewtE 

D^FQgx) - ^{C^-F(')(lffx) - CjJPt— «(?y«) 

hinweisen, worin die Koeffizienten Cq, C^, C«— i unabhängig 

Ton X sind. Zu ihrer Bestimmung dient die spezielle Annahme 
F(i/) = e~^^j F(lgy) ^=^ x~^^ bei welcher alle angedeuteten 
Differentiationen ansffihrbar werden; die entstehende Gleichnng 

gibt zu erkennen, daß man durch Ausf&hnmg der angedeuteten 
Multiplikation kombinatorische Formeln für die Koeffizienten C^^ 
C^j Cj, . . . aufisteilen kann. Es folgt nämlich 

Ol =»1 + 2 + 3+. .+ (n-l), 
(72 = 1-2 + 1-3+ 1-4 + -. + l(» — l) 
+ 2-3+2-4+... + 2.(w-l) 
+ 3-4+-+3(»-l) 



+ (n-2)(w-l), 

USW.| 

überhaupt ist C^ die Summe der Zahlen 1, 2, ... (n — 1), C^ die 
Summe der aus den letzteren herstellbaren Kombinationen zu je 
zweien (ohne Wiederholungen), wobei jede solche Ambe als 
Produkt angesehen wird, femer ist C^ die Summe der auf gleiche 
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Weise gebildeten Temen usw. Diese Eombinationsreihen lassen 
sich zwar summieren, z. B. 

/^_t n _ n(w~l) ^ n(n~l)(n-2 )(8n--l) 
^o~^? ^i^ 2 ' ^2"" 24 '*** 

jedoch ist das Bildungsgesetz von 0^, Cg,... auf diesem Wege 
nicht zu entdecken.* 

Dagegen kann man die erwähnten Koeffizienten rekursiv be- 
rechnen, wie sich folgendermaßen zeigen läßt. Unter Pq, P^, Pj, . . . 
mögen die Ausdrucke verstanden werden, welche aus C^ O^, Cg, . . . 
hervorgehen, wenn w + 1 an die Stelle von n tritt, mithin 



Po = 1, Ti «= 1 + 2 + 3 + h n == 



(n-l-l)n 



) 



2 

(n+l)n(n--l)(8n+2) 
24 

USW.; 



r, = l.2+i.3+..: + («-i)« = ^*±i2!L(!?ziH£!!±!), 



es ist dann 

(X + 1)(1 + 2)(A + 3). • •(! + «) = Pol« + Til«-! 

+ rjA«-« + • • • + r„. 

iL 4- M 

Setzt man ^ — 1 für X und multipliziert beiderseits mit -^~— » 

so erhält man 

(X + l)(l+2)(i + 3).-.(i + «) 

= ^{ro(i-i)"+r,(i-i)«-i + ... + r„}. 

Die linken Seiten dieser beiden Gleichungen stimmen überein, 
folglich müssen auch die rechten Seiten gleich sein; entwickelt 
man nun (^ — l)", (X — 1)**""^ . . . nach dem binomischen Satze 
für ganze positive Exponenten und ordnet alles nach Potenzen 
von A, so gelangt man durch Yergleichung der Koeffizienten gleicher 
Potenzen von X zu der Eekursionsformel 

+|(3»+A;)(w-Ä;+3)3.r*_8 , 

woraus sich für Ä = 1, 2, 3, . . . der Reihe nach die Werte von 
Pi, Tg, Tg, . . . ergeben. 



* Der Yerfasser hat dasselbe nach einem anderen Verfahren ge- 
fanden, siehe „Kompendium der höheren Analysis'^ Teil II, Seite 28. 
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Ffir F(y) =• yp erhftlt man bei umgekahrter Anordnimg der 
Summanden 

X 

+ p(p-lXp-2)-Cn.,{lgx)p-' }• 

Ist p eine ganze positive Zahl, so müssen die F&lle p'>n und 
p ^n anterscbieden werden. Im ersten Falle enth&lt die Beihe 
n Glieder, im zweiten Falle verschwinden alle diejenigen Glieder, 
bei welchen die Anzahl der gemachten Differentiationen mehr als 
p beträgt; und es bleibt daher 

+ i-iy-^'P (p - 1) . . . 2 . 1 : a„-,}. 
Daraus folgt z. B., wenn (Igx)^ kurz mit f(x) bezeichnet wird, 
/•(«)(!) = (~l)«+p . 1 . 2 . 3 . . .p . Cn-i,, n^p. 



Kapitel m. 



Differentiation yon Gleichungen zwischen 
mehreren Tariabeln. 

§11. 

Beispiele zur Differentiation unentwickelter Funktionen 

einer Variabein. 

Wenn zwischen zwei yeränderlichen Größen x und y eine 
Gleichung von der Form 

besteht, so weiß man im vorans, daß y eine Fimktion von x sein 
muß, deren Natur aber so lange unbekannt bleibt, als man die 
gegebene Gleichung nicht nach y aufgelöst hat. Trotzdem kann die 
Gleichung differenziert werden, wobei einfach zu berücksichtigen 
ist, daß eine Änderung des x eine gleichzeitige Änderung des y 
zur Folge hat. Man erhält dann eine Gleichung zwischen a;, y^ 

dx und dy^ aus welcher sich -— finden läßt. Durch mehrmalige 

dx 

Anwendung desselben Verfahrens können auch die weiteren Differential- 
quotienten j-^» ^-^ usw. entwickelt werden. 
Beispielsweise sei die gegebene Gleichung 

Äx^+By^+2Cxy + K=^0. 
Nach einmaliger Differentiation ergibt sich 

2Axdx + 2Bydy+ 2C(xdy + ydx) = 

und hieraus folgt 

dy Äx-{-Cy 

dx By-^-Cx 

Differenziert man wieder diese Gleichung, so erhält man nach 
einer kleinen Eeduktion 
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d*y__ AB-C* ( _ dy\ 



dy 
und zufolge des vorigen Wertes von -^ 

d^^ (ÄB-C*){Äx^ + By* + 2Cxy) 

dx* {By + Cxy ' 

oder kürzer 

d«y ^ (ÄB-C^K 

dx* {By + Cxy ' 

Eine fernere Differentiation liefert 

d^ _ -^{ÄB-C^K / dy \ 
da;» *~ {By + Ca;)* \ dx "^ ^/ 

und durch Substitution des Wertes von 



dx 

d^y ^ SjÄB-C^Kx 

dx* (By + Cxy 

Wie man dieses Verfahren fortsetzen kann, dürfte unmittelbar ein- 
leuchten. Da sich im vorliegenden Beispiele die ursprünglich ge- 
gebene Gleichung nach y auflösen läßt, so ist hier eine Probe auf die 
Bichtigkeit der gefundenen Differentialquotienten möglich. 

Weitere Beispiele sind folgende: 

1) x^— Sexy + y^=0\ 

dy cy — x* 

dx cx — y^ 

d^y 2(a;' — 3c^y-}-y' + c»)a;y 2c* xy 



dx* {cx — y*)^ {cx — y*)* 

2) x^—bCxy + y^^O-, 

dy Gy — x*' 

dx Cx — y^ 

d*y ^ {2C* + 4:X*y*)(x^ + y') + 2C*xy-UCx^y^ ^ eC{2C* + x*y')xy 
dx* ißx-yy (Cx-yy 

3) Yx^ + y^ + Yx^ — y^ = c; 

dy _ x{yx* + y*+ Vx* — y*) __ c^ 
dx ylyx* + y* - Yx* - y*) "" 2y»' 

d*y ^ c»(2y*-3c'a;») 
dx* "~ 4^^ 
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Hier kann man die gefiindenen Formeln dadurch verifizieren, daß 
man die gegebene Gleichnng nach y auflöst und das erhaltene y 
direkt differenziert. 



4) Vix+yf + Vi^^^^^C^ 



^^ Vx + y-Vx-y y 



d*y __ 2x^ + (2x* + y^Yx* — y* 

5) (x^ + y^y^2(Äx^+By^); 

dy x{x*-{-y* — A) 

dx y(a;" + y«-JB)' 

um bei der Entwickelung des zweiten Differentialquotienten Weit- 
läufigkeiten zu yermeiden, benutze man die Abkürzungen 

5 « a;* + 3/*, 

dy I ds t 
dx^y^ Tx'"^ ' 
es ergibt sich dann 

ä^y {8-A){8-'B){y-xy')-\-{A'-B)xy8' 

dx^ y\8^By 

Aus dem Werte von y^ und unter Eücksicht auf die Gleichung 

8^ ^ 2{Ax^ + By^) 



erhält man femer 



, Ax^-\-By^ 

^ ^ y{8-B) 



s'=H^ + yy') = '-^^^^=^ 



und durch Sabstitation dieser Ausdrucke 

dx* j/»(« - B)* 

Hier ist 
(s - Ä)(s -B)-s'-(Ä + B)s + ÄB = 2(Äx' + By^ 

-(A + B)(x' + y^ + AB, 

■mithin 

Sohlömilch, ÜbongsbuclL L 6. Aufl. von Naetsch. 5 
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dx^^ y\8-By ' 

oder endlich, wenn Äx^ + By^ = y (^* + V^)^ gesetzt wird, 
d>y {x^^y*)[A{A^\B)x^-\-B{B-\A)y^ 

Da sich die gegebene Gleichung nach y auflösen läßt, so 
können di^ erhaltenen Differentialformeln verifiziert werden. 

6) ey + aa?e-y — 2lx = 0; 

dy '^(b — axe~y) 1^ 

5« "" e^-ax^e-y ~^ ^' 

dies ist sehr leicht zu verifizieren. 

X 

dy ^ x + y d^y ^ 2(x^ + y^ 
dx x^y dx* {x — yY 

.8) yx^ + y^ =- carctg-' 

Wird zur Abkürzung Yx^ + y^ = r gesetzt, so ergibt sich 

dy cy•^^xr 

dx cx — yr 

d^y (2 c* + ♦•")»•' 
dx^ (cx — yry 

9) ^ (x' + y*)arctg^ = c\ 

X 

Benutzt man wieder die vorige Abkürzung, so erhält man 

dy yr* — 2c^x 

dx xr*'\-2c^y 

d*y ___ 2cV(r* — 4c*) 
dx^ ~~ (xr* + 2c^yy ' 

10. Setzt man abkürzend 

dy __ f d^ __ ff 
da; ~" ^ ' dx^'~y ' 

so kann man aus der Gleichung 
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arccos--=: + arcigl. =» -^ 



die folgenden zwei Relationen ableiten 






mithin 



Allgemeine Bemerkung. Die in den yorigen Beispielen 
ausgeführten Bechnungsoperationen lassen sich in allgemeinen 
Symbolen darstellen, wenn man von dem Satze Gebrauch macht, 
daß das totale Differential einer Funktion zweier Variabeln gleich 
ist der Summe der partiellen Differentiale derselben Funktion, 
also, falls z eine Funktion von x und y bedeutet, 

, dz j i ^fi j 

dz^^dx + j^dy. 

Aus der Gleichung 

f{x^ y) = oder kurz /* = 
folgt hiemach 

l^äx + ^dy^O, 

K 

dy dx 

dx~"~ 'W' 
dy 

Differenziert man nochmals, wobei zur Abkürzung 

dx'^^' dy'^^ 
sein möge, so erhält man 

and dtircli Division mit dx 

dp ^^\( ^P ^Q\dy 

d^y ^di''^di'^Vd^~'^d^)di 

dx* Q^ 
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Nach Substitution des Wertes 3^ ^ — — wird hieraus 

dx q 






d'y ^ dx ^"^Kdx^dy 

dx* "^ 3» ' 

setzt man hier die Werte von p, q ein Und beachtet, daß die 
Ausdrücke ag_ d*f , g j? _ ay 

eiuauder gleicl^ sind, so gelangt man zu der Formel 

• ay 



d*2/ \^y/ ^a;* dx dy'dxdy \dx) dy* 

Vayj 



Auf diesem Wege kann man weiter gehen. Für den praktischen 
Gebrauch ist es übrigens vorteilhafter, die Eechnung (wie in den 
Beispielen) für jeden Fall besonders durchzuführen, einmal, weil 
man das Nachschlagen der allgemeinen Formeln spart, und ander- 
seits, weil sich nicht selten vermöge der speziellen Form der 
Gleichung f{cc^y) = Abkürzungen beizeiten anbringen lassen. 

§ 12. 

Beispiele zur Differentiation xuientwiokelter Funktionen 

mehrerer Variabein. 

Wenn zwischen drei veränderlichen Größen x^ y^ e eine 
Gleichung von der Form 

F{x,y,z)=^0 . 

besteht, so weiß man im voraus, daß z eine Funktion von x und 
y sein muß, deren Natur so lange unbekannt bleibt, als man die 
Gleichung nicht auf z reduziert hat. um ohne diese Auflösung 
die partiellen Bifferentialquotienten 

dz dz 
dx dy 

du d*z d^ 
dx^ dxdy dy* 

zu finden, differenziert man die Gleichung F(x^yyZ) = erst in 
der Art, daß man nur x und z als Variable, y dagegen als 
Eonstante ansieht; man gelangt dann zu einer Gleichung zwischen 
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dz 
a;, y^ z^ dx und dz^ aus welcher sich k— ergibt. Sieht man da- 

gegen x als Eonstante an, so führt eine ähnliche Eechnung zur 

dz 
Kenntnis von ö— * Durch weitere Differentiationen in Beziehung 

auf X oder y findet man die übrigen Differentialquotienten. Ganz 
analog ist das Verfahren zur Differentiation unentwickelter Funk- 
tionen von drei oder mehr Yariabeln. 

Beispielsweise sei die gegebene Gleichung 

2axz + 2hyz + cz^+k^^ 0. 

Differenziert man zunächst unter Voraussetzung eines konstanten t/, 

so erhält man 

a(xdz + zdx) + l)ydz + czdz = 0» 
mithin 

dz az 



dx ax-\-by-{-cz 

Auf gleiche Weise ergibt sich bei konstantem x 

dz hz 

dy ax-\-hy-\-cz 

dz . 

Wird nun p— partiell nach x differenziert, so folgt 

X 



d^z a 



i\az-{ax + ly)^ 



dx* (ax-{-by-\-cz) 

dz 
oder vermöge des Wertes von -^ 

d*z a*(2axz-{-2hyZ'^-cz^ 

dx* {ax-\-by-{-czy 

wofOr kürzer geschrieben werden kann 

d*z a*k 

dx* (ax-^-by-^-cz)^ 

dz 
Durch eine ganz ähnliche Eechnung ergibt sich, indem ^ partiell 

nach y differenziert wird, 

d*z ^ b*k 

dy* {ax + by-\'Czy 

dz 
Wird dagegen -^ nach y differenziert, so entsteht die Formel 



d*z a 



dydx \ax-\-by-\-cz) 

ab(^axz-\-2byz-\-cz*) 

Ä* i_ri ~" {ax-\-by-\-czy 

wofür kürzer ^ t if^ / 



i\bz-{ax + by)^^ 
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d*z ahk 

dxdy {ax-\-hy'\-czy 

dz 
geschrieben werden kann; dasselbe Besnltat erhält man, wenn -^ 

nach X differenziert wird. Wie man auf diese Weise alle partiellen 
Differentialquotienten von z entwickeln kann, dürfte unmittelbar 
einleuchten. Die totalen Differentiale von e ergeben sich nun 
mittelst der bekannten Formeln 

, dz j . dz j 
dz^^dx + ^dy, 



sie sind im obigen Ealle 



usw.; 



, z(adx4-hdy) 

ax-foy-fcz 

^2^ ^ _ hjadx + hdyy 
{ax-{-'by-\-czy 

usw. 

Da sich hier die ursprüngliche Gleichung zwischen Xj y, z nach z 

auflösen läßt, so können die gefundenen Besultate leicht verifiziert 

werden. 

Nach der angegebenen Methode sind folgende Beispiele zu 

behandeln: 

1) z^+S(ax + ly)z + c»= 0; 

dz az dz hz 



dx ax-\-'by-\-z^ dy ax-\-hy-\-z^'^ 

d*z ^ ^a^{aX'\-hy)z ^ 2a»(c° + g') 

dx^ (aa; + 6y + £f«)»" 3(aa? + &y + £;V' 

d^z ^ 2&«(aa? + 6y)g ^ 26«(c' + ^') 

ay»"" {ax-^rhy + zy''' 3 (aaj + fty + x;«)«' 

d^z 2ab(ax+hy)z 2ab(c^ + z^ 



dxdy (aa; + 5y + ;?*)' ^{ax-^-by + z*)^ 

2) ax^+ by^+ cz^+ Shxyz + ä = 0; 

dz ax^-\'hyz dz by^-\-hxz^ 

dx cz^-\-hxy dy cz*-\-hxy'* 
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d*z __ 2xz[aek + (abc + h^y'] 
dx^ {€z^-\-hxyy 

d*z _ 2yz[hck + (abc + h')x'] 
dy* {cz*-^hxyy 

d^z ^ 2(ahc + h')x^y*z + hh{hxy-'CZ^ 
dxdy {cz*-\-hxyy 

3) {x^ + y» + z^ = 2 (Äx^ + By^ + C^«); 

wird Ä* + y* + ^^ zur Abkürzung mit 8 bezeichnet, so ist 

dz ^ x(8-Ä) dz^ yiS-B) 

dx z{S-C)' dy'^ z(8-Gy 

d^z ^ (8-'Ä)(8-C)[{S-Ä)x* + (8-C)z'^ + 2{Ä-C)*x*z^ 
dx* Ä»(/Sf-(7)» ' 

d^g _ (8-B){8-C)[{S-'B)y* + (S-C)z'^ + 2{B-C)*y*z* 
dy*'^ z\8-C)^ ' 

d^z xy[(8-A){8-B){8-C) + 2{Ä--B)iB'-C)z'] 



dxdy z^(8-C)^ 

4) e^'' + ^y + <^'= Ä^x + B^y + C^Z] 

setzt man zur Abkürzung 



so erhalt man 






dz ÄS-Ä^ dz BS-B^ 
dx CS-C^' dy CS-C^' 


d^z 

dx*" 


(ÄC^-A^C)*8 d*z {BC^-B^C)*S 

(CS-C^y ' dy* (CS-C^y 




d*z {AG^-A,G)iBC^^B^G)8 




dxdy~ {CS-C^y 


5) 


(XfyVz* — c; 




dz l-\-lgx dz l + lgy 
dx l-\-lgz^ dy X'\-lgz'^ 




d*z _ x{l-\-lgxy-\-z{l-\-lgzy 
dx* xz(Ji-\-lgzY 




d*Z yCL^lgyy^ziX + lgz)*^ 

dy"" yz{l + lgzy 




d*z (l + lgx){l + lgy) 



dxdy z{l-^-lgzy 
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Allgemeine Bemerkung. Um die vorigen Bechnungs- 
Operationen allgemein darzustellen, sei 

eine Gleichung zwischen drei Veränderlichen, und es werde z als 
unentwickelte Funktion von x und y betrachtet. Differenziert 
man zuerst unter Voraussetzung eines konstanten ^, so erhält man 



mithin 



ox * dz ' 



dz dx 

dx^'"W' 

dz 

Auf analoge Weise findet sich 

dz dy 

dz 

Benutzt man für den Augenblick die Abkürzungen 

df df df 

dx dy ' dz 

und differenziert die erste der beiden Gleichungen 

dz u dz V 

dx w dy w 

partiell in Beziehung auf x^ wobei zu beachten ist, daß u und w 
nicht nur x^ sondern auch das von x abhängige enthalten, so 
gelangt man zu der Formel 

d^z l_r /du .du^ dz\ ß^ i^ ^g\) 

dx^^^ w*\ \dx dz'dx) \dx'^dzdx/j 

1 ( du dw . / du dw\dz\ 

w^\ dx dx \ dz dz/dxf 

Durch Substitution von statt 0— wird hieraus 

w dx 

d^z 1 f ^du /dw , du\ , ^dw] 

dx^ w^\ dx \dx ' dz/ dzj 

d. i. vermöge der Bedeutung von u und w 

/df\\ d'f ^df df ay /dfy d^f 

d*z \dz/ ' dx* dz dx dxdz "^ \dx/ dz* 

dx* (diy 



( 



dz) 
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Auf gleiche Weise ergibt sich, wenn 0— — nach y differen- 

d*e \S lsJ dy* d» dy dy ds'\dy/ de* 



&0 



Differenziert man endlich die Gleichung 0— = nach y, so 

erh&lt man 

/aA' ay df fdf ay df av \ df df "d^f 

d^z _ \dzl dxdy Wz\dx dydz^^ dxdzj^dxdy dz* 
dxdy 



(Ä)' 



Ähnliche Formeln lassen sich für unentwickelte Funktionen 
von drei oder mehr Veränderlichen aufstellen. 

§13. 

Beispiele zur Vertausohung der unabhängigen Variabeln. 

I. Wenn in eine Gleichung von der Form y == f{x) statt x 
eine neue unabhängige Variable t eingeführt wird, welche mit x 
durch die Gleichung x ^^ g>(t) verbunden ist, so erscheint auch 
y als Funktion von #, nämlich y = f[g>(t)]y oder kurz y = t/;(^). 

Um nun auch j^ durch t auszudrücken, braucht man nur die 

Gleichungen x == ip(f) und ^ « if;(f) zu differenzieren und die so 
entstandenen Gleichungen durcheinander zu dividieren; auf analoge 

Weise erhält man die höheren Differentialquotienten ^-^ usw. 
Es sei z. B. 

und es werde t dadurch eingeführt, daß man setzt 

2at 

woraus folgt 

Man hat jetzt durch Differentiation in Beziehung auf die unabhängige 
Variable f 
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mithin als Differentialquotient 

dy 25« 



dx a(l — O 

Eine zweite Differentiation gibt 

dividiert man links durch dx^ rechts durch den vorhin för dx ge- 
fundenen Ausdruck, so erhält man 

^ — — A /liÜ\* 

dx^ "~ a« \1 - tV ' 
Auf gleiche Weise findet sich weiter 

.(d*y\_ 12& {l + tyt 

d»y^_66 (t+tyt 

dx^ a» ' (1-0*' 

usw. 

Im vorliegenden Falle können diese Ergebnisse leicht verifiziert 
werden. Aus der Gleichung 



b 
a 

erhält man nämlich direkt 



y = — Ya^ — x^ 



dy bx d^y ab 



d^y ^abx 

und wenn man in die rechten Seiten dieser Formeln den Wert 

2at 



X = 



1 + t* 



substituiert, so kommt man auf die oben entwickelten Resultate. 
Nach demselben Verfahren sind folgende Beispiele zu be- 
handeln. 
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1. In die Gleichmig 

soll statt X eingefOhrt werden 

X = a — ' — : 

die Differentialquotienten sind dann 

dx'^ a' ««- l' dx* "" a« \««- l) ' ^^^• 

2. Aus der Gleichung 

©*+(f)"- 

folgt, wenn x=^acos(o gesetzt wird, 

dy b d^y h 

-^ = cotoi. j-^ = > . > > usw. 

3. Aus der Gleichung 

ergibt sich für x = asecto 

dy h 1 d^y h .« 

jT- = : — 7 j-^i = 5 cor 00, usw. 

dx a sinm dx^ a' ' 

4. Wenn in der Gleichung 

©^+ «) •- • 

die Substitution x = aco8^Gi vorgenommen wird, so folgt 

dy h ^ d*y b _a 

■3-^ = Wr üö, j-^ = r—i 56C* CO C05CC 00. 

dx a ^ ' da;* 3a' 

5. Es sei 



c — x 



y => carc cos \' y2cx — x^ 

tind werde substituiert 

C "" X 

arccos == Xj 

c 
die Differentialquotienten sind dann 

^^cot^y ^'^ ^ — 



dx ^ ^' dx^ 4 c sin^^ X<^^^y^ 
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Allgemeine Bemerkung. Wenn überhaupt zwei Gleichungen 
Ton den Formen 

stattfinden, so erhält man nach der vorigen Methode 

dy ^ i>'(t) 
dx <p'{t) 

dx^ 9)'(Q» ' 

da?« g?'(Q» 

usw. 

Sehr häufig weiß man nur, daß x und y gewisse Funktionen 
einer dritten Veränderlichen t sind, ohne diese Funktionen expli- 
cite angeben zu können; die vorigen Formeln bleiben dann der 
Sache nach dieselben, weil sich aber die Werte von (p\t)j 9>/'(^), ... 
i/;'(^), i^"(^), . . . nicht entwickeln lassen, so deutet man diese 
Differentiationen nur an und schreibt demgemäß 

dy 

dy dt 

dx dx 

"dt 

dx d^y d^x dy 
d^y __ 'dt "dt* '^ Tt^ "dt 
dx* '" /dxy ' 

\dt) 

dx\* d^y f.dx d*x d*y . Fq/^^'^V* ^^ d^xldy 



/dx\* d^y ^dx d*x d*y r^/d*x\^^dx 
\di) d^ ^di"dr*'di*'^l^\di*)'"di 






d^y ^ \dtj dt^ dt dt* dt* ^ l\dt*/ dt dt^Jdt 

dx^ "~ /dx\^ 

\di} 
usw. 



Es sei z. B. y eine imbekannte Funktion von x und es werde 
t 

dx dt 



0? == — gesetzt; dann ist 



woraus u. a. folgt 



da:*""' dt*^ "^^ dt' 

^^^^dy^d*y 
^dx*^ "^dx ^dt* 
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Die nachstehenden ähnlichen Aufgaben lassen sich mittelst 
desselben Yer£EJirens lösen. 

6. Bedeutet y eine gewisse Funktion von x und wird x^='\t^ 
gesetzt, so ergibt sich 



^dx^ '^Jx^ dt*' 



7. In dem Ausdruck 

soll man die neue unabhängige Veränderliche t mittelst der Sub- 
stitution 

a + lx^kt^ 

einfahren und nachher A;, n» so bestimmen, daß S die Form 

^ ^ dt* 

j 2c 

erhält. Für n findet sich der Wert -v 

h — c 

8. Setzt man 
so wird 

9. Die Substitution 

X ^^ asint 

gibt 

V^ ^Ux* ^dx ,dt* ^ 

10. Setzt man 

X = al/e*— 1, 
so findet man 

x*-\-a* d*y .x^ — a* dy 4 _^ d*y 

X* dx* ' a;' dx a* dt* 

n. Das bisherige Verfahren bleibt auch in dem Falle dasselbe, 
wo es darauf ankommt, die ursprünglichen Veränderlichen x und y 
durch zwei neue Veränderliche u und v zu ersetzen. Wird nämlich 
in einer zwischen x und y bestehenden Gleichung 

x^q>{u^v)^ y==ilf(u,v) 

gesetzt, so entsteht eine neue Gleichung zwischen u und t;, in 
welcher man die eine dieser beiden Größen, etwa u, als die 
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unabhängige, die andere als abhängige Veränderliche ansehen kann, 
und nunmehr handelt es sich darum, die Differentialquotienten 

—-t 3-^1 • • • durch j— 1 -j—^i • • • auszudrücken. Man differenziert 
dx dx* du du^ 

zu diesem Zweck die Formeln 

x=-<p (w, t;), y = ^ (w, v) 

mit Bücksicht auf den umstand, daß sowohl x als auch y gleich- 
zeitig von u und v abhängt, und dividiert nachher dy durch dx. 
Auf analoge Weise bildet man die höhten Differentialquotienten. 
Beispielsweise mögen die gegebenen Gleichungen sein 

x^uv^ y = (l — w)t;; 

man erhält dann durch Differentiation 

dx =' udv + vdu, 

dy = {1 — u)dv — vdu 

und durch Division 

dy (lL^u)dv — vdu 

dx udv-^vdu 

oder um anzudeuten, daß v von u abhängt 

/•i \ dv 
dy ^ ^ du 
dx dv , 

U-J- + V 

du 

Bezeichnet man für den Augenblick ^ mit v\ so gelangt man 
durch Differentiation der Gleichung 

dy (1 — tt)t?'— t? t?' 

dx uv'-\-v uv'-i-v 

zu der neuen Gleichung 

jj(dy\ vdv'—v'(v*du-\'dv) 

^\dx) (uv' + vy ' 

nach Division durch die Formel dx == (uv* + v) du wird hieraus 

d^y du \ du) 

dx* {uv'-\-vY 

oder zufolge der Bedeutung von t?' 

d*y ^ du 

( dv . \» 






dx' 
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Wie man auf diese Weise fortrecbnen kann, dürfte unmittelbar 
einleuchten. 

11. Substituiert man, wie es in der analytischen Geometrie 
beim Übergange von rechtwinkligen Koordinaten zu Polarkoor- 
dinaten geschieht, 

X ^r cos df y ^ r sind 

und betrachtet r als Funktion von 0, so erhält man 

, -=- 8tn 6 4- r cos e 
dy __ de ' 

dx dr ^ . ^ 

-z— cos B — r s%n 
de 



d^y -'W^ + ^[dd+' 

dx"" /dr ^ . ^\' ' 

^—cose-rsinej 

woraus z. B. folgt 



d*y , , ^ (dr\* d^r 



■•+KI9'- 



da;' ' \de] de 

12. Die Substitution* 

sin{e-\-r[) _ sine sin ri 

x=^ c . ;^ ' i i y = 2c^—T2 r 

8%n (e — ri) ^ stn (ö — ri) 

gibt; wenn ti als Funktion von angesehen wird^ 

j -3-^ stn^ e — stn^ ri 

^^2— -, 

dx dri . .^ . _ 

-j-^ sin 20 — s%n2ri 

de 



— -j^ sine sinri + 2( j^) «tn C057] — 2 ^ cos Osinril sin(e — ij) 



dx* rdn . ^. . ^ 1' 



-=-^fi»n26 — fitn2?] 



* Die obigen Formeln vermitteln den Übergang vom rechtwinkligen 
Koordinatensystem zu demjenigen System, welches in der Geodäsie beim 
,,yisieren und Schneiden ^^ benutzt wird. Die Größe 2 c ist hier die 
Länge der Standlinie, 6 und ri sind die an derselben liegenden Winkel, 
beide nach derselben Drehungsrichtung gemessen. Man kann dieses 
Koordinatensystem als das bipolare bezeichnen. 



gO ^- Differentiatioii von Gleichungen zwischen mehreren Variabeln. 

§13a. 

Allgemeine Sätze über die Einführung 

von neuen Vei&iderlichen« 

Im Hinblick auf die Anwendungen, welche die Einführung von 
neuen Veränderlichen auf verschiedenen Gebieten der Mathematik, z. B. 
in der Theorie der Differentialgleichungen, findet, erscheint es zweck- 
mäßig, die in § 13 unter 11 gegebenen Andeutungen etwas weiter aus- 
zufuhren. 

1. Es soll sich also darum handeln, an Stelle der beiden ursprüng- 
lichen Veränderlichen x und y die beiden neuen VeHLnderlichen u und v 
einzuführen, und zwar auf Grund der beiden gegebenen Gleichungen 

1) aj = 9(w, t?), y = i|>(u, t?).* 

Hierbei möge, wie in § 13, angenommen werden, daß zuerst x 
die unabhängige und y die abhängige, nachher aber u die unabhängige 
und V die abhängige Veränderliche sei. Femer werde zur Abkürzung 
gelegentlich 

. . an oteile von 3^1 3-^» 3-^' • • • 

ax ax' ax^ 

. . an Stelle von -j-j -r— i? -j—.^ • • • 

du du^ dMT 

geschrieben. Endlich möge auch für die auftretenden partiellen Differential- 
quotienten der beiden Funktionen 9(1«, t?) und 't|)(t«, v) eine abkürzende 
Bezeichnungsweise festgesetzt werden, indem 

C1X n ^^ ^9 ^'^ ^'^ 

9,/, 9«, '»Pm. '^^ »Ji Stelle von ^> k^? ^» -^ 

geschrieben werden soll. 

Es kommt nunmehr darauf an, y\ y'\ yf'\ . . . durch w, v, v\ t?", t?'", . . . 
auszudrücken. 

Beachten wir, daß v als eine Funktion von u gedacht werden soll 
und daß alsdann die beiden Ausdrücke 9}(u, v) tmd i/)(ti, v) von u allein 
abhängig gemacht werden können, so finden wir durch Differentiation 
der beiden Gleichungen 1) nach u 

^^ • I dy , - 

^ = »„ + «>',•«', J^='% + %-v'; 

und hieraus folgt durch Division 

dy^ '^u + %''^' 



ä/. 


y", 


y'" 


und ebenso 








e". 


«"', 



* Die beiden Funktionen q){u^v) und i|)(i«, 1;) sollen — was auch 
schon in § 13 stillschweigend vorausgesetzt wurde — so beschaffen sein, 
daß eine Elimination von u und 1; aus den beiden Gleichungen 1) un- 
möglich ist, daß vielmehr diese Gleichxmgen nach u und v aufgelöst 
werden können. 
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§ 13 a. Allgemeine S&tze über die EinfOhning von nenenVeränderlichen. SX 

Die rechte Seite der letzten Gleichung, welche — formal betrachtet — 
eine Funktion der drei Größen u, v and v' ist, wollen wir zur Abkürzung 
mit Xii^i ^1 ^0 bezeichnen, so daß die genannte Gleichung kürzer 

2) y'-;ti(«,t?,t;0 

geschrieben werden kann. 

Bedenken wir wiederum, daß v — und daher natürlich auch t/ — 
von u abhängen soll und daß alsdann auch der Ausdruck Xi{u,v,v') 
von u allein abhängig gemacht werden kann, so finden wir durch 
Differentiation der Gleichung 2) nach u 

und hieraus folgt, wenn durch die frühere Formel 



dividiert wird, 



dx dw , dq> , 

du ' dv 

Bezeichnen wir die rechte Seite der soeben erhaltenen Gleichung, welche 
— formal betrachtet — eine Funktion der vier Größen «, r, t;' und v" 
ist, abkürzend mit ;^t(M, t^, t?', t?''), so kann diese Gleichung kürzer 

3) y"= ;?,(«, v, t;', v") 
geschrieben werden. 

In analoger Weise weiter schließend, gelangt man zunächst zu der 
Gleichung 

dx dtp , dw , 

du ' ov 

und diese kann, da ihre rechte Seite die fünf Größen u, t?, v', t?" und 

v'" enthält, kürzer 

4) y'"=xA^.v,v\v^\v"') 

geschrieben werden. Der nächste Schritt fahrt zu einer Gleichung von 
der Form 

5) y^^^X,i^.v.v',v",v'",vlV); 

und auch die weitere Fortsetzung des Verfahrens ergibt lauter Glei- 
chungen, welche die gemeinschaftliche Form 

6) y^"^= ;(„(«*, V, v\ t;", . . . t;(«>) 
besitzen. 

Sohlömiloh, Ü1>axig8bao]i. L 6. Aufl. ron Kaetsoh. 6 



g2 ^- Differentiatioii Ton Gleichungen zwiselien mehreren Yariabeln. 

Es hängt also y^"^ zwar von m, t?, v', . . . v^**^ ab, aber nicht von 

Der Ansdrack %„ ^^^ natürlich mn so komplizierter, je größer die 
positive ganze Zahl n ist; indessen kann man — mit Benutzung des 
Schlusses von n auf n -|- 1 — doch ohne besondere Schwierigkeit erkennen^ 
daß, falls «> 1 ist, x„ stets die Form 

besitzt, wobei B und S Ausdrdcke sind, in denen v^^^ nicht mehr vor- 
kommt; daß, unter der gleichen Voraussetzung, 8 durch die Formel 

gegeben ist, also nur von t^, v und t;' abhängt; daß endlich, f^Uci 
n^4 ist, E stets die Form 

hat, wobei P und Q Ausdrücke sind, in denen lediglich die in Paren- 
these beigefügten Größen vorkommen. 

2. Die bisherigen Rechnungen und Ergebnisse können sich bei 
besonderer Form der beiden Funktionen <p{u^v) und fp(u^ v) erheblich 
vereinfachen. Dies tritt z. B. ein, wenn die beiden Ausdrücke g> und 

— >ap bloße Funktionen von u sind, wenn also die Gleichungen, durch 

welche die neuen Veränderlichen u und v eingeführt werden, die 
spezielle Form 

besitzen. In diesem Falle gelangt man bei Durchführung des oben 
skizzierten Verfahrens zu lauter Gleichungen von der Form 

es drückt sich also y^**^ homogen und linear durch t?, t?', t?", . . . t;^**^ 
aus. Die EoefG^ienten JP^, JP,, JF„ . . . F^ sind hierbei Funktionen von u 
allein; insbesondere wird m/ \ — 



" [^'(u)r 



* Infolgedessen geht, wenn durch Gleichungen von der Form 1) 
an Stelle der beiden Veränderlichen x und y die beiden neuen Ver- 
änderlichen u xmd V eingeführt werden, eine jede gewöhnliche Differen- 
tialgleichung n-ter Ordnung zwischen x und y in eine gewöhnliche 
Differentialgleichung n-ter Ordnung zwischen u und v über. 

** Infolgedessen verwandelt sich, wenn die neuen Veränderlichen 
durch Gleichungen von der speziellen Form 7) eingeführt werden, jede 
lineare Differentialgleichung zwischen x und y in eine lineare Differential- 
gleichxmg zwischen u und v\ und insbesondere jede homogene lineare 
Differentialgleichung wiederum in eine homogene lineare Differential- 
gleichung. 
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§ 18 a. Allgemeine Sätze Über die Einfahning von nenenVeränderlichen. 83 

3. um die allgemeinen Betrachtungen von Nr. 1 noch auf ein 
Beispiel anzuwenden, wollen wir annehmen, daß 9(u, v) nnd if}(tt, v) 
gebrochene lineare Funktionen mit gemeinschaftlichem Nenner seien, 
daß also die neuen Veränderlichen durch Gleichungen von der be- 
sonderen Form 

^^ g^tt + V + c^ ^ a,f* + 5,y + c, 

eingeführt werden. Hierbei müssen wir, um die Auflösbarkeit dieser 
beiden Gleichungen nach u und v sicher zu stellen, voraussetzen, daß 
die aus den konstanten Koeffizienten a, 5, c gebildete dreireihige 
Determinante 

einen von Null verschiedenen Wert hat. 

Um die Form der Funktionen x^ (t*, v, v') und Xt (^i «'t v\ v") ^^ 
übersichtlicher Weise angeben zu können, wollen wir die zu den ein- 
zelnen Elementen a^, b^, c^, o^, &,, c„ a„ &s, c, der Determinante J 
gehörenden zweireihigen ünterdeterminanten einfuhren; dieselben mögen 
resp. mit J.^, J^^, O^, -4,, JB„ C„ -lg, JB,, Cg bezeichnet werden. 

Dann ergibt sich 

mithin wird ^ , ^ . ^ . 

Die Berechnung von ;p, («, t?, v', t?") Mt sich wesentlich ver- 
einfachen durch die Bemerkung, daß Xi (^i ^i ^') ^i® beiden Veränder- 
lichen u xmd v bloß in der Verbindung v — uv' enthält, und daß 
infolgedessen 

ou ov 
ist. Berücksichtigt man noch, daß 

dxi_ ' ^-(«s^ + M + gs) 
wird, wie sich mit Hilfe der Beziehungen 

ergibt, so erhält man schließlich die Relation 

6» 
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Dieselbe läßt unmittelbar erkennen, daß, sobald v^'^0 ist, im all- 
gemeinen anch ^''»0 wird. 

Anmerkung. Die Gleichnngen 1) kann man stets geometrisch 
deuten, indem man x xmd y als die rechtwinkligen Koordinaten eines 
Punktes P der Ebene, u und v aber als die rechtwinkligen Koordinaten 
eines anderen Punktes M der Ebene — bezogen auf das nämliche 
Koordinatensystem — ansieht. Denn sobald wir den Koordinaten von M 
bestimmte numerische Werte beilegen, erhalten vermöge der Glei- 
chungen 1) auch die Koordinaten von P bestimmte numerische Werte; 
es wird also durch diese Gleichungen die Lage des Punktes P abhängig 
gemacht Ton degenigen des Punktes M, Durchläuft insbesondere der 
Punkt M eine gewisse Kurve c, so wird der Punkt P ebenfalls eine 
gewisse Kurve k durchlaufen, deren Gleichung übrigens ohne Schwierig- 
keit aus deijenigen der Kurve c hergeleitet werden kann. — Wenn man 
nun zwei Gleichungen von der speziellen Form 9) dieser geometrischen 
Deujtung unterwirft, so läßt sich aus der oben hervorgehobenen Eigen- 
schaft der Belation 11) ein bemerkenswerter Schluß ziehen; wir können 
aus derselben schließen, daß jedem Wendepunkte der Kurve c ein 
Wendepunkt der Kurve Je entspricht. 



Kapitel IV. 



Die Biskussion ebener EurTen. 

§14. 

Allgemeine Begeln und Formeln. 

Die Kurve sei auf ein rechtwinkliges Koordinatensystem 
der X nnd y bezogen und es möge zur Abkürzung 

dx ^' dx* y 

gesetzt werden; dann gelten folgende Begeln. 

Solange y* positiv bleibt, so lange steigt die Kurve; so- 
lange y' negativ ist, so lange f&llt sie; wechselt y' durch 
Null hindurchgehend sein Vorzeichen, so findet an der betreffenden 
Stelle eine Kulmination statt und zwar eine obere oder untere, 
je nachdem der Zeichenwechsel von + nach ■— , oder von — nach + 
vor sich geht. 

Solange y" positiv bleibt, so lange ist die Kurve konvex 
nach unten; solange y" negativ bleibt, so lange ist die Kurve 
konkav nach unten; jedem Zeichenwechsel von y" entspricht ein 
Inflexionspunkt (Wendepunkt). 

Bezeichnet t den Winkel, welchen die Tangente im Punkte xy 
mit der x- Achse einschließt, so ist (Fig. 1) 

1 dx 

COSV == , «^ ^j- 

yi^yf* da 

y' dy 

stnt =^ , ^ = -~ 



ds « ^dx^ + dy\ 



virorin ds das Bogendifferential bedeutet. Femer gelten die 
Formeln: 
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rV. Die Diflkxusion ebener Eorren. 



Subtangente: MT = ^» 



y 



Tangente: 
Abschnitt der Tangente auf der o;- Achse: OT • 

Entfernung der Tangente vom Eoordinatenanfang: OB -- 

. . -Fig.l. 



y 

y 
y — ^y\ 
y-xy* 




Projektion des RadiusYektor auf die Tangente: FE == "« ^ ^ 

V^+y'\ 

Koordinaten voti B\ — ^^^^/^ und ^T^f, > 
Polarsubtangente: 0F= ^^^^^^^^ 

Polartangente: PF= ^^^i^l^^S!, 

Koordinaten von F: - ifc^ und 5^Z^, 

^ + yy x + yy' 

Gleichung der Tangente: ri — y ^ y\i^ ^ x). 
Wenn bei unendlich wachsenden x 

Limy'^ Ä^ Lim{y — xy^) = 5 
endlich bestimmte Größen sind, so ist 

Gleichung der Asymptote: ^ == Jl| + ^. 



§ 14. Allgemeine Regeln und Formeln. g7 

Femer gelten die Formeln (siehe Fig. 1) 

Sulnormale: MU^^yy\ 

Normale: PZ7=y>^l + y'*, 
Abschnitt der Normale auf der «-Achse: 0^7=»« + yy\ 

n w w « w y- w Z7i = y + -7 > 

»B -V" 'Uli 

Entfernung der Normale vom Koordinatenanfang: 08 ^^ —^===} 
Projektion des Radiusvektor auf die Normale: FS = , ^ ^ 

yr+y*. 

Koordinaten von Ä: 4^^ und ^^Ä', 

Polarsubnormale: OTT^ ^^'+^'^^t ^> 



Polamormale: pT7=. (^• + y')T/i + P, 

y — xy' 

Koordinaten von TT: ?^i^±i^ und - ^(^+i^, 

y-xy' y-xy' 

Gleichung, der Normale: ri — y ^ j (^ — x), 

Koordinaten des Krümmungsmittelpunktes Q: 



Krümmungshalbmesser: ^ =» ^-^^ — ,, > 



1 (2 «»n r d cos r 



^ (2a; dy 

Ist die Kurve auf Polarkoordinaten r und 6 bezogen und 
wird zur Abkürzun&r j j« 



(ie"**' de«""** 



gesetzt, so gelten die Formeln: 



, r stnSA-rcosO . 
y = —r ' : — = WT, 

4/" =a 1 i^ ) 

^ (r'cosa — rsme)» 



eis = yi[r^e7+^> 



38 rV* I^i® DiskaBsion ebener Enrren. 

femer, wenn q> den Winkel zwischen Eftdiusyektor und Tangente, 
sowie t|; den Winkel zwischen BadinsTektor und Normale bezeichnet, 

^9^p' <;^ip = — -» 

r* 
Polarsubtangente: OV^ —i 

Polartangente: FV-'^ ^ / i 



r« 



und 



Entfernung der Tangente vom Pol: 0B^= — ===t 
Polarsubnormale : TT = r ', 
Polamormale : P TF = "j/r* + r'*, 

Entfernung der Normale vom Pol: 08 = y 

Rechtwinklige Koordinaten des Erümmüngsmittelpunktes: 
^^^ n (rHt'^')(r^gtne + rcoge) 

(r*4-r'«)(r'co«o — rs*n0) 



Krümmungshalbmesser: ^ «= r«! 2r^»~rr^^ ^ 

e ^ ' ae 

§ 15. 
Beispiele von EnrvendiBknssionen« (Algebraische Kurven.) 

1. Die Parabel. Bezeichnet h den Halbparameter, so führt 
die Scheitelgleichung tf^=2Äflj 

zu folgenden Sätzen und Formeln. 

Die Subtangente ist gleich der doppelten Abscisse; die Tan- 
gente bildet mit der nach dem Brennpunkt gezogenen Geraden 
(dem Brennstrahl des Berührungspunktes) denselben Winkel wie 
mit der Parabelachse. Fällt man vom Brennpunkte eine Senk- 
rechte auf irgend eine Tangente, so liegt der Fußpunkt dieses 
Perpendikels auf der Scheiteltangente. Die Subnormale ist kon- 
stant gleich dem Halbparameter. 



§ 16. Beispiele von EturendislnisBionen. gQ 

Als Gleichung der Tangente liat man 

als Gleichung der Normale 

Die Ahschnitte, welche die Normale auf den Achsen der x nnd y 
bestimmt, sind 

a? + Ä und y + -—• 

Einreichend verlängert, schneidet die Normale zum zweiten Male 
die Parabel in einem Punkte x-^y^^ dessen Koordinaten sind 

x^^x + 2h + \, y^ i^ + ^ 

oder, wenn die Normale }/ä* + y^ mit u bezeichnet wird, 

, 2ÄU» 2u" 



Die Entfernung der Punkte xy und x^y^ oder P und P^ beträgt 

PP, = 2^ = 2i«Äec*T: 

1 y% J 

hieraus ergibt sich eine einfache Konstruktion des Punktes P|. 
Die Koordinaten des Krümmungsmittelpunktes sind 



wobei die erste Formel unter Zuhilfenahme der Normale eine 
einfache Konstruktion des ELrümmungsmittelpunktes gibt; der 
Krümmungsradius ist 

y(ft'+yV _ t^V 

Bezeichnet man die Koordinaten eines Punktes des Krümmungs- 
kreises mit Z, Y und verbindet miteinander die Gleichungen 

(x-|)« + (r-»,)« = ^» r« = 2ÄX, 

SO erhält man die Koordinaten X und Y oder besser x^ und ^^ 
desjenigen Punktes Pg, in welchem der Krümmungskreis zum 
zweiten Male der Parabel begegnet; dieselben sind 

x^ = 9a;, ^2 =« — 3y, 
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lYl Die Diskassion ebener Kurven. 



Für die Länge yon PP^ cL h. der Sehne, welcke der Parabel und 
dem Erümmungskreise gemeinschaftlicli angehört, folgt hieraus 



PP, 



yV^' + y' ^^yu 



4:ycosecr, 



Der Punkt P, läßt sich entweder direkt mittelst seiner Koordinaten 
oder aueh als Durchschnitt zweier Geraden konstruieren; es gelten 
nämlich die beiden Gleichungen 



« y ' 



•Ca "^ SC 



-^r, 



von denen die erste eine Gerade bedeutet, welche auf den Ko- 
ordinatenachsen die Strecken 6x omd 6y abschneidet, während die 
zweite eine Gerade charakterisiert, welche durch den Punkt P geht 
und mit der a;- Achse den Winkel 180®— t einschließt. 

2. Die Ellipse. Geht man entweder von der Mittelpunkts* 

gleichung aus 

Ä^ y» 






oder benutzt man statt derselben die beiden Gleichungen 

worin oo den Winkel ACM (die sogenannte exzentrische Anomalie) 
bedeutet (Fig. 2), so gelangt man zu folgenden Formeln, Sätzen 

Kg. 2. 




und Konstruktionen. Die Strecke (7T, welche die Tangente von 
der Abscissenachse abschneidet^ ist 
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a« 



CT-~; 



X 



bezeichnet demnach M denjenigen Punkt des umschriebenen Kreises 
ÄBj welcher dieselbe Abscisse wie P besitzt, so gehen die Kreis* 
tangente MT imd die Ellipsentangente PT durch einen nnd den- 
selben Funkt der rr- Achse, was eine einfache Tangentenkonstniktion 
gibt. Die Tangente halbiert den Nebenwinkel des von den Brenn- 
strahlen FP und aP gebildeten Winkels FPG. Fällt man von 
den Brennpunkten Senkrechte auf die Tangente, so liegen die Fuß- 
punkte M und 8 dieser Perpendikel auf dem umschriebenen Kreise. 

Um die Normale unabhängig von der Tangente zu konstruieren, 
beschreibe man um den Ellipsenmittelpunkt einen Kreis mit dem 
Badius a -f 6 und verlängere CM bis zum Durchschnitte L mit 
diesem Kreise; LP ist dann die Normale. 

Die Koordinaten des Krümmungsmittelpunktes und der Krüm- 
mungsradius bestimmen sich durch die Formeln 



b* 
wobei u die Normale PU und h den Halbparameter — bedeutet. 

Ist femer U^ der Punkt, in welchem die Normale der verlängerten 
kleinen Halbachse begegnet, PT7^»t»j, imd bezeichnet p den Ab- 
stand der Tangente vom Mittelpunkte der Ellipse, so gilt auch 
die Relation 

um den E[rümmungsmittelpunkt zu konstruieren, legt man U V senk- 
recht zu CM und zieht durch V parallel zu BC eine Gerade, 
welche die verlängerte PU im Krümmungsmittelpunkte W schneidet. 
Wenn es auf eine gute graphische Darstellung der Ellipse 
ankommt, so bestimmt man eine Reihe von Kurvenpimkten mittelst 
des umschriebenen und des eingeschriebenen Kreises, konstruiert 
mittelst des Kreises vom Badius a + h die zugehörigen Normalen 
und nimmt die aufeinander folgenden Durchschnitte derselben als 
Krümmimgsmittelpimkte, was um so richtiger ist, je näher die 
Kurvenpunkte aneinander liegen; die Ellipse läßt sich dann mit 
beliebig weitgehender Genauigkeit aus Kreisbögen zusammensetzen. 
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lY. Die DiBkossion ebener Knrren. 



Tig.S. 



Empfehlenswert ist anch folgende Konstruktion, deren Beweis aus 
den TOrigen Formeln hergeleitet werden kann (Fig. 3). Man bilde 
zunftchst das Rechteck ACBB mit den Seiten AC '^ a, BC ^h^ 
und lege durch D senkrecht zur Diagonale AB eine Gerade, welche 

AB m E, AC in A^, BC in B^ 
schneidet; dann ist Aq der Erüm-^ 
mungsmittelpunkt ffir den Scheitel^ 
und ^0 der Erümmungsmittelpunkt 
fflr den Scheitel B. Nimmt man 
femer die Abscisse CH = BE und 
die Ordinate HI » AEj so ist I 
ein Punkt der Ellipse und zwar der- 
jenige, dessen Normale IK mit AO 
einen halben rechten Winkel bildet, 
also durch HK'^HI leicht zu kon- 
struieren ist. Man beschreibt nun 
aus Aq mit dem Halbmesser A^A 
einen Ejreis und sucht dann auf der 
verlängerten IK den Mittelpunkt Mq desrjenigen Kreises, der durch I 
geht und den yorigen Kreis von innen berührt."^ Auf gleiche Weise 
bestimmt man zwei sich berührende Kreise aus den Mittelpunkten 
Bq und Nq. Die vier Kreisbögen AM^ MIj IN^ NB bilden zu- 
sammen eine Linie, die dem Ellipsenquadranten aufierördentlich 
nahe kommt. 

3. Die Hyperbel. Man kann entweder die Mittelpunkts- 
gleichung 

5! — y! 1 

direkt benutzen oder statt deren die beiden Gleichungen 

anwenden, in denen o den Winkel ACM (Fig. 4) bedeutet, so 
daß X = CLy ff => LP a« NQ ist; es ergeben sich dann folgende 
Resultate. Der Durchschnitt T der Tangente mit der o;- Achse ist 
der Fußpunkt des von M auf CA herabgelassenen Perpendikels; 




* Die hierzu nötige Konstruktion wird man leicht finden; fOr das 
praktische Zeichnen ist es aber bequemer und sogar genauer, den Punkt 
Jlf^ durch Versuche zu bestimmen. 



§ 16. Beispiele ron Eürrendiikasaionen. 
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die Tangente halbiert den von den Brennstrahlen FP und QP ge- 
bildeten WinkeL Bezeichnet VW das zwischen den Asymptoten 
liegende Stdck der Tangente, so ist PV'^PW. Die von den 
Brennpunkten auf die Tangente gefällten Senkrechten schneiden die 



JFig.l. 




Tangente in zwei Punkten B und Sy welche auf dem über der 
Hauptachse beschriebenen Kreise liegen. 

Für die Koordinaten des Krümmungsmittelpunktes und den 
Krümmungsradius gelten die Formeln 



S 



a' + &'^s 



a' 



X' 



1?«- 






a« + &» 8 






worin u die Normale PU und h den Halbparameter — bedeutet. 

Aus der Bemerkung, daß die Formel für | durch l=» CU* sec^ m er- 
setzt werden kann, folgt eine einfache Konstruktion des Krümmungs- 
mittelpunktes. 

4. Die zentrischen Kegelschnitte. Stellt man die Olei- 
chungen der Ellipse und Hyperbel unter der gemeinschaftlichen 



Form dar 



^a?«+-By*=l, 



so ergeben sich folgende Besultate. Die Tangente hat zur Gleichung 
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Ax^ + Byri = 1; 

bezeiclmet t den Abstand der Tangente vom Kurvenmittelpunkte, 

so ist * j 

^ 



Die Normale wird durch folgende Gleichung bestinmit 

By^ — Äxfi = (5 — Ä)xy] 

sie schneidet die Kurve zum zweiten Male in einem Punkte P^, 
dessen Koordinaten sind 

_ __ 2Äx(A^x*+B^y^ _ __ 2By{Ä^x* + B^y*) 

Diese Formeln lassen sich einfacher darstellen, wenn man mit r 

die Länge desjenigen Eadiusvektor bezeichnet, welcher durch den 

Mittelpunkt der Kurve parallel zur Normale gelegt werden kann; 

es ist nämlich 

x^^ X — 2Äxr^^ ^1 = y — 2Byr^, 

Das zwischen den Punkten xy und x^y^ enthaltene Stück der 
Normale hat die Länge , 



N » 



Die Koordinaten des Krümmungsmittelpunktes sind 

. X ÄiB-A) o y B(Ä-B) « 

S ^ Bt^ B ^' ^ ^ At* A ^ ' 

für den Krümmungshalbmesser gilt die Formel 



^ AB '^ ABt'^' 

Bezeichnen X und Y die Koordinaten irgend eines Punktes des 
Krümmungskreises f so ist die Gleichung des letzteren 

oder 

und wenn i — a: = X^, T—y^^Y^ gesetzt wird, 
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Verbindet man sie mit der Gleichung der Ennre, nämlich 
^X« + 5r* = l oder 

ÄX^*+ BY,^ + 2(ÄxX^+ByY;) - 0, 

so erhftlt man die Koordinaten desjenigen Punktes P,« ^ welchen 

detr Ejrümmungskreis zum zweiten Male die Kurve trifft. Zunftchst 

findet sich 

ÄBt\X^^ + Fl») - (Ä Xi« + J? Ti«) - 
oder 

wo aber nur das obere Zeichen zu gebrauchen ist; die vorigen 
Gleichungen geben dann 

und hieraus folgt, wenn man x^ und y^ für X und Y schreibt, 
x^ = x — 4:Bxy^-=^ 4^»'— 3rr, y^« y — 4:Äx^y^ABy^^ Sy. 

rig. s. 




Die L&nge der Sehne PPg, welche der Kurve und dem Krüm< 
mungskreise gemeinschaftlich angehört, beträgt 

PPj = 4.xyyÄ^x^ + B^y^ = 4^- 
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Znr Eonstroktioii des Punktes P^ empfehlen sich folgende 
zwei Gleichungen 






-2, 






— ^^5 



diesen entsprechend nimmt man (Fig. 5) auf der negativen Seite 
der 3^ -Achse die Strecke CN^^ 2MP und legt durch jSf^ eine 
Parallele zu MN^ femer schneidet man die Strecke MT^ » MT 
auf der (Gegenseite von MT ab und zieht -PT^; die Verlängerung 
dieser Geraden trifft die vorhin konstruierte Parallele im Punkte Pj. 
Für die Ellipse ergibt sich noch eine Eigentümlichkeit. Werden 
nämlich die exzentrischen Anomalien der Punkte P imd P^ mit co 
und 09) bezeichnet, so folgt (o^^^ — Sa^ mithin arcÄUf^^SarcÄU. 

5. Die Kegelschnitte in Polarkoordinaten. Es sei (in 
Fig. 6) F ein Brennpunkt, DE die nächste Direktrix eines Kegel- 
schnittes, so stehen bekanntlich 
die Entfernungen PF und PN 
in konstantem Verhältnis; hier- 
aus ergibt sich, wenn pis-^'f» 

FD *= g gesetzt und F als An- 
fang rechtwinkliger Koordinaten 
genommen wird, 

y« = gy _ 2s^gx + (s^ - l)x^ 

und in Polarkoordinaten fCU: 
FP-=^r, LÄFP^d, FH^h, 



Fig. 6. 



iE 



1* 




»- 



1 + 8 cos e 



Hieraus können folgende Sätze abgeleitet werden. Der Endpunkt V 
der Polarsubtangente liegt auf der Direktrix; FP ist das geo- 
metrische Mittel zwischen PJV und FU] die Projektion der Nor- 
male auf den Brennstrahl hat die konstante Größe PS«=^h. Er- 
richtet man in TT auf der Normale eine Senkrechte, welche den 
Brennstrahl in B schneidet, und legt dann EQ senkrecht zu FB, 
so schneidet i^^ die Normale im Krümmungsmittelpimkte Q. 
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6. Die semiknbische Parabel ist durch die Gleichung 

bestimmt und läßt sich leicht konstruieren, wenn man von der ge- 
wöhnlichen Parabel ausgeht und die Proportion 

beachtet. Die Kurve besteht aus zwei kongruenten, vom Eoordi- 
natenanfange bis ins Unendliche gehenden Zweigen, welche sym- 
metrisch gegen die oi;- Achse liegen; der obere Zweig ist durchaus 
konvex nach unten. Zur Tangenten-' imd Normalenkonstruktion 
dienen die einfachen Beziehungen 

Subtangente =» y«. Subnormale = -r-« 
Die Gleichung der Tangente ist 

um die etwaigen Durchschnitte der Tangente mit der Kurve zu 
finden, hat man die vorige Gleichung mit den Gleichimgen 
Äi|*=»-|-|'5 Äy*=ya:' oder mit der hieraus folgenden 

l-o; » ^in + y) 

zu kombinieren; dies gibt 

oder, wenn i; durch |, p durch x ausgedrftckt wird, 

(|»-«»)(4|-«) = 0; 

die Tangente am Punkte xy schneidet also den unteren Zweig der 
Kurve in dem Punkte, dessen Koordinaten ^x und —-l-^ sind. 
Die zwischen beiden Punkten enthaltene Strecke hat die Länge 
-J- X sect. 

Die Koordinaten des Krümmungsmittelpunktes sind 
. x(Sx + h) 2y(2a; + Ä) 

^ j^ — ' V s — ' 

der Krümmungshalbmesser ist 

^ = 2— sec*T; 

aus diesen Formeln können verschiedene Konstruktionen des 
Krümmungsmittelpunktes hergeleitet werden. 

SohlOmlleh, Übungsbuch. I. 5. Aufl. tob Kaetsch. 7 
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7. Es soll die Kurve untersucht werden, deren Gleichung ist 

Die Kurve besteht aus zwei kongruenten Zweigen, von denen der 
eine durchaus konvex, der andere durchaus konkav nach unten ist. 
Der erste schneidet die o;- Achse im Koordinatenanfang unter einem 
rechten Winkel, hat bei o; » a, j( = — -f-a einen unteren Kulminations- 
punkt, schneidet die Abscissenachse bei x ^=> Sa zum zweiten Male 
unter einem Winkel von 30^ und steigt dann ins Unendliche. 
Zur Tangenten- und Normalenkonstruktion an einem Punkte des- 
selben dient die einfache Formel 

x — a 
Mwr =» — i — 
x-\-a 

Die Oleichung der Tangente an einem Punkte xy des oberen 
(nach unten konkaven) Zweiges ist 

a—x ^ , Sa-\-x-i/x 
verbunden mit der Gleichung des unteren Zweiges, nämlich 

gibt sie eine Gleichung, welche sich in die Form bringen läßt 

(I - xy (4a;g - [a; + 3a]^) = 0. 

Die Tangente am Punkte xy des oberen Zweiges schneidet hier- 
nach den unteren Zweig in einem Punkte, dessen Koordinaten sind 

(x + Zay (x + Sa) (a; — 3a)' 

*^ ^Ixyax 

Der Krümmungshalbmesser ist 

p =» -^ — - = 2x se(r r, 

was man leicht konstruieren kann. 

8. In einem mit dem Badius 0Ä=^ a (Fig. 7) beschriebenen 
Kreise wird ein fernerer Badius OL unter dem beliebigen Winkel 
AOL =^ m gezogen, L auf OÄ projiziert, die Projektion M wieder 
auf OL nach N projiziert und die Ordinate MP^MN genommen; 
die so konstruierten Punkte P liegen auf einer Kurve, welche mau 
entweder durch die beiden Gleichungen 
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n«.T. 







X '^ acosm^ y ^^ a cos mein m 
oder durch die eine Gleichung 

ausdrücken kann. Die Kurve besteht aus Tier kongruenten Teilen 
und hat die Form einer Schleife (oo). Der zwischen den positiven 
Teilen der Koordinatenachsen liegende Quadrant 
geht unter einem halben rechten Winkel vom 

Eoordinatenanfange aus, erreicht bei x "»-7=1 

y "^ -ö seinen oberen Kulminationspunkt und 

schneidet die Abscissenachse zum zweiten Male 

f&r X =^ a unter einem rechten Winkel. Der 

Mittelpunkt ist der einzig vorhandene In« 

flexionspunkt. XTm für irgend einen Punkt P die Tangente oder 

Normale zu konstruieren, nehme mBJi iÄOQ = 2o>, ziehe QB J. OÄj 

L8//0Ä und PU//SO', es ist dann P IT die Normale. Für den 

Krümmungsradius ergibt sich 

^ y(aa*~6a«a;« + ^a;V 
^""^ a*a:(8a*-.2aj*) ' 

woraus für den Scheitel Ä und für den Kulminationspunkt sehr 
einfache Werte folgen. 

9. Über dem Durchmesser AB ^ 2a (Fig. 8) ist ein Kreis 
beschrieben und durch dessen Mittelpunkt C ein zweiter Durch« 
messer senkrecht zu jiP ge- ^ ^ 

legt. Irgend ein beliebiger 
Punkt M des Kreises wird 
auf beide Durchmesser pro- 
jiziert, wodurch die Punkte L 
uai N entstehen, endlich zieht 
man die Gerade ÄN^ welche 
der nötigenfalls verlängerten 
ZjM in P begegnet. Alle hiernach konstruierten Punkte P liegen 
in einer Kurve, welche für OL =» a?, LP = y durch die Gleichung 

a^y^ =» (a + xy(a — x) 

repräsentiert wird. Die Kurve besteht aus zwei kongruenten, über 
«md unter AB liegenden Teilen, die in ^ und B zusammentreffen 

7* 
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vr 



und eine geschlossene blattfthnliche Figur bilden. Der obere Zweig 
berührt AB in Ä mit konvexer Krümmung, hat bei aj *= — ^ (}/3 — l) a 
einen Wendepunkt, geht unter dem Winkel von 45^ durch D, er- 
reicht bei 0? » 4-^ seinen oberen Kulminationspunkt und schneidet zu- 
Utit AS in S unter einem rechten Winkel. Um für irgend einen 
Kurrenpunkt P die Tangente zu konstruieren, nehme man C8 = LJBi 
ziehe SM un^ dazu in M eine Senkrechte, welche AB in T schneidet; 
TP ist dann die Tangente. Für den Krümmungsradius findet man 

y8(o + a?)(a»~2o«a?+2a;V 

wobei sich das obere Zeichen auf den oberen, das untere auf den 
unteren Zweig bezieht. 

10. Die Cissoide (Fig. 9). Über dem Durchmesser AB ^ 2a 
ist ein Kreis beschrieben und in B eine Tangenle an denselben 

gelegt; durch A zieht man eine 
beliebige Gerade, welche den Kreis 
in Mj die Tangente in N schneidet 
und nimmt die Strecke AP » MN. 
Alle so entstandenen Punkte P bilden 
eine Kurve, deren Gleichung lautet 

(2 a — a?)y*=«a;*, 
wobei A als Anfangspunkt recht- 
winkliger Koordinaten und J.^ als 
'^C Abscissenachse genommen ist. Die 
Kurve besteht aus zwei kongruenten, 
über und unter der Abscissenachse liegenden Zweigen; der obere 
Zweig geht von A aus, wo er die a;- Achse berührt, und steigt 
mit konvexer Krümmung ins Unendliche; die Tangente BN ist 
seine Asymptote. Um die Tangente an P zu konstruieren, nehme 
man AC >= 3 a, verbinde C mit dem Punkte Q, in welchem die 
Ordinate LP den Kreis schneidet, und errichte auf CQ in Q eine 
Senkrechte, welche die Abscissenachse in T trifft; die Gerade TP 
ist die gesuchte Tangente. 

Die Gleichung der Tangente ist 

(3a — x)x^^ — (2a — x^yq = ax^] 



Fig. 9. 



/ 






.kl 



I 



B 



'--v. 



"-.. 



verbindet man sie mit den Gleichungen (2 a — x)y^ 
(2 a — |)i}*» |^ so erhält man die Gleichung 



x^ und 
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die Tangente im Punkte xy sclmeidet demnach die Cissoide in 
einem zweiten Punkte x^y^j dessen Koordinaten sind 



X, 



^ax 



»1^ — ^*i« 



8a — 3a; 

und der sich als Durchschnitt der Tangente und der Geraden 
71 = — ^i leicht konstruieren läBt. Die Entfernung der Punkte 



2x 



xy und x^y^ beträgt 



Zax 



V(2a-aj)(8a-8«) 
Für den Krümmungshalbmesser ergibt sich 

ayx{Sa — 9x)* 
^""^ 8(2a-«)« ' 

wobei das obere Zeichen dem oberen, das untere dem unteren 

Zweige entspricht. Die Ordinate i} des Sjrfimmungsmittelpunktes 

hat den Wert 

4 2ay 

welcher eine einfache Konstruktion des Krümmungsnuttelpunktes 
gestattet, nachdem die Normale bestimmt worden ist. 

11. Über dem Durchmesser AB ^2a (Fig. 10) ist ein Kreis 
beschrieben und in B eine Tangente an denselben gelegt; durch 
einen beliebigen Punkt M des Kreises 
zieht man ML senkrecht za AB^ femer 
die Glerade AM^ welche die Tangente 
in N schneidet, und nimmt endlich 
LJP= BN, Alle so entstandenen Punkte 
P bilden eine Kurve, deren Gleichung 
für AL = OJ, LP = y ist, 

xy^ = 4a'(2a — x). 

Die Kurve besteht aus zwei kongruenten, 

über, und unter der x- Achse liegenden Zweigen, welche die y- Achse 
zur gemeinschaftlichen Asymptote haben. Die Ordinaten des oberen 
Zweiges nehmen ab von y ^ <x> bis ^ ~ 0, wo die Kurve die 
«-Achse rechtwinklig schneidet; bei o? » -|-a hat jeder Zweig einen 
Wendepunkt. Um die Tangente an P zu konstruieren, nehme man 



Fig. 10. 
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LQ =ss a, ziehe QM und darauf in M eine Senkrechte , welche der 
o:- Achse in T* begegnet; TP ist die gesuchte Tangente. Ffir den 
Krümmungshalbmesser ergibt sich 

^ "" * 2a"Ä*(8a-2a;) ' 
wobei das obere Zeichen für den oberen, das untere fEb* den 
unteren Zweig gilt. 

12. Die Ästroide (Fig. 11). In einem mit dem Badius 
OA = a beschriebenen Kreise sind zwei gegeneinander senkrechte 

feste Durchmesser gezogen; irgend ein Punkt Q 
^**'^^* des Kreises wird erst auf OÄ. nachher auf 

—--^ OQ und dann wieder auf OÄ projiziert, 

^^\ wodurch der Beihe nach die Projektionen 

\/^ Sj Uy M entstehen; ebenso wird Q nach- 

Vv XL^/\\ einander auf OB. OQ. OB projiziert^ und 
\y^\/ ^ I \ schließlich verlängert man M.TJ und "NY 
/^^^psNJ \ bis zu ihrem Durchschnitte P. Setzt mau 
USA LAOq-=^'^, OM^x, ON-^y, so gelten 

die Gleichungen 

aus welchen folgt ^ , , 

oder in rationaler Form 

(a?* + y* - a>)5 + 27a*a;»y* = 0. 

Die Kurve besteht aus vier kongruenten Teilen, welche zusammen 
eine sternförmige Figur bilden. Der zwischen den positiven 
Teilen der Koordinatenachsen liegende Quadrant geht von j?, wo 
er die Ordinatenachse berührt, bis ji, wo er die Abscissenachse 
berührt; er fällt mit konvexer Krümmung. Femer liegen die drei 
Punkte Ä, P, T in einer Geraden, welche die Kurve in P berührt 
und die konstante Länge ST =» a besitzt; die Gerade JPQ ist die 
Normale der Kurve im Punkte P, der Krümmungshalbmesser ist 
das Dreifache von PQ. 

13. Auf der Abscissenachse ist die Strecke OA^^\a^ auf 
der Ordinatenachse die Strecke OB ^^^ a genonunen (Fig. 12), um 
den Koordinatenanfang sind mit den Badien OA und OB Kreise 
beschrieben; eine beliebige, durch gelegte Gerade schneide den 
ersten Kreis in Jf , den zweiten in N, Man projiziert min den 
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Punkt M auf OA^ die erhaltene Projektion M' auf OJtf, die so ent- 
standene Projektion M" wieder anf OÄ^ wodnrch der Punkt Jlf '" 
entsteht, und konstruiert außerdem die Projektion N' von N anf 



Vig. 19. 




\y 



M-'^JT^ 



2<r 



0^; endlich nimmt man auf der Verlängerung von J3f '" üf " die 
Strecke Jlf " P^^ N^ N. Alle so erhaltenen Punkte P liegen in 
einer* Kurve, die sich, wenn LAOM^=^f\f gesetzt wird, entweder 
durch die heiden Gleichungen 

x^\a cos^ tf;, y =^\a(2 + cos* i/;) sin if; 

oder durch die eine Gleichung 

(aj*+ 2^*- «')'+ ?aV« 
ausdrücken läßt. 

Die Kurve besteht aus vier kongruenten Teilen, welche zu- 
sammen ein Oval bilden. Die zum Punkte P gehörende Normale 
liegt parallel zu OMN] das zwischen die Koordinatenachsen fallende 
Stück derselben besitzt die konstante Länge a. Der Krümmungs- 
halbmesser ist = 3 'OM". 

14. Auf der Abscissenachse ist die Strecke 0Ä^2a (Fig. 13), 
auf der Ordinatenachse die Strecke OB = a genommen, um den 
Koordinatenanfang sind mit den Badien OA und OB Kreise be- 
schrieben; eine beliebige, durch gezogene Gerade schneide dto 
ersten Kreis in jlf, den zweiten in N, Wie bei der vorigen Auf- 
gabe projiziert man M dreimal nach M.\ M", üf '", ebenso JJ ein- 
mal nach m^ und nimmt wieder M^^P = N^N. Alle so erhaltenen 
Punkte P liegen in einer Kurve, die sich entweder durch die zwei 
Gleichungen 



104 



lY. Die DiskuBsion ebener Eairen. 




oder durch die eine Gleichung 

ansdr&cken läßt 

Die Kurve besteht aus vier kongruenten Teilen, ist ge- 
schlossen und besitzt in den Punkten 0, + a und 0, — a zwei 

nach innen gekehrte Spitzen 

^* "• (Rückkehrpunkte). Die Tan- 

*** '-,^ gente im Punkte P geht durch 

den Punkt M^ die zugehö- 
rige Normale durch JV; der 
Krümmungsradius ist = ^ ON', 
15. Die Kardioide (Fig. 
14). In einem über dem 
Durchmesser AB ^ 2a be- 
schriebenen Kreise sind Seh- 
nen JL^gezogen, welche durch 
den festen Punkt A gehen, 
und auf jeder Sehne wird von N aus, immer nach derselben * Seite 
hin, eine dem Durchmesser AB gleiche Strecke NP aufgetragen, 
vig. 14. Nimmt man A als Koordinatenanfang, AB 

als Abscissenachse imd setzt AP «» r, 
L BAP « Ö, so ist die Gleichung der Kurve 
in Polarkoordinaten 

r = 2a(l-f cos 0) 
und in rechtwinkligen Koordinaten 
{x^+ y«-. 2axy^ 4a»(a;*+ y'). 
Die Kurve wird durch die Abscissenachse in zwei kongruente Teile 
geteilt. Der obere Zweig geht von -4, wo er die rc- Achse berührt, 
mit konkaver Krümmung aufwärts, erreicht bei 

= y7r, rc = SacosyTT, y =» Zasin\% 

seinen oberen Kulminationspunkt und schneidet zuletzt die Abscissen- 
achse rechtwinklig im Punkte o; » 4a, y = 0. Behufs der 
Normalenkonstruktion zieht man die zu AN senkrechte Kreissehne 
AQ'^ es ist dann PQ die Normale. Diese schneidet den Kreis ANB 
in einem Punkte JB, dessen Radius CB//BP^ und wobei AB =^PB 
ist. Der Krümmungsradius für P beträgt zwei Dritteile von PQ, 
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16. Die Lemniskate (Fig. 15). Mit dekn Radius OÄ » a 
ist ein Kreis und über 0^ als Durchmesser ein zweiter Kreis be- 
schrieben. Nach einem be- 
liebigen Punkte L des 
ersten Kreises zieht man 
den Badius OL^ nimmt 
arc LM =^ arcÄL^ legt 
durch M senkrecht zu OÄ 
eine Gerade, welche den 
zweiten Kreis in N schnei- 
det und trägt auf OX die 
Strecke OP^ON ab. 
Wählt man zum An- 
fang, OÄ als Abscissenachse 
eines rechtwinkligen Ko- 
ordinatensystems und setzt noch 0P=^ r^ LÄOP==^ 6^ so hat man 
för die Kurve der Punkte P in Polarkoordinaten die Gleichung 

und in rechtwinkligen Koordinaten 

(«» + »»)» = a»(«« - y»). 

Auf der Abscissenachse mögen femer die Punkte F und G so 

CS 

bestimmt sein, daß OF = OG =-f= ist; die Punkte JP und G heißen 

Y¥ 

die Brennpunkte der Lemniskate; die beiden Brennstrahlen eines 
LemniskatenpunktesP besitzen dann die Eigenschaft ^P- GP^ OF^. 
Die Kurve besteht aus vier kongruenten Teilen und hat die 
Gestalt einer Schleife (<X)). Der zwischen den positiven Seiten der 
Koordinatenachsen liegende Quadrant geht unter einem halben 
rechten Winkel von aus, steigt mit konkaver Krümmung, er- 
reicht bei 



e-f 



a 



v^' 



X 



= yT4' y- 



» 2 



1/2- 



a 



seinen oberen Kulminationspunkt und schneidet endlich die a;-Achse 
unter einem rechten Winkel bei a; = a, y = 0. Der Mittelpunkt 
der Kurve ist ihr einziger Inflexionspunkt. Zur Normalenkonstruktion 
dient die Bemerkung, daß der Winkel zwischen Normale und 
Badiusvektor das Doppelte von 0, also LOPQ » 20 isi Um die 
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Tangente nnabliftngig von der Normale zu konstmieren^ verlängert 
man den Brexmetrahl PP nm PP'^ FP nnd errichtet in P' eine 
Senkrechte auf FP'] diese Senkrechte schneidet die in 6^ auf dem 
anderen Brennstrahl GP errichtete Senkrechte in einem Punkte Ty 
welcher der gesuchten Tangente angehört. Nimmt man auf der 
Normale die Strecke PQ = a, auf dem Badiusyektor die Strecke 
PB^\a und zieht durch B eine zu OQ parallele Gerade, so 
schneidet letztere die Normale im Erümmungsmittelpunkte S, 

17. Um den Punkt sind mit den Badien OÄ = a und 
OB *— h (Fig. 16) zwei konzentrische Kreise beschrieben; man zieht 

einen beliebigen Halbmesser, welcher den 
ersten Kreis in X, den zweiten in M schneidet 
und legt durch L eine Parallele zu OB^ 
durch M eine Parallele zu der auf OB 
senkrechten Geraden OÄ. Beide Parallelen 
schneiden sich in JV; endlich trägt man 
auf OL die Strecke OP = ON ab. Nimmt 
man OÄ als Abscissen-, OB als Ordinaten- 
achse und setzt noch OP^^r^ LÄOP=dy 
so hat die Kurve der Punkte P in Polar- 
koordinaten die Gleichung 

dagegen in rechtwinkligen Koordinaten die Gleichung 
oder auch, wenn x und y durch ausgedruckt werden, 




X =» Ya^cos^d + h^sin^d • CO50, 



y = Ya^cos^d + h^sin^d • sind. 
Zur Abkürzung sei 

man findet dann 

x = Y^ + Bcos20'cosdy y = yZ+'S^^sTe • m 0, 

dy Acose + BcosSe 

dx AsinB-\-Bsin^B 

d»y ^ _ r{A^-\-^B^-\-^ABco82e) 
dx*"" (Asine + Bsin^ey 
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Die Kurve besteht aus vier kongruenten, nm den Mittelpnnkt 
hemmliegenden Teilen; der yon den positiven Seiten der Koordi- 
natenachsen eingeschlossene Quadrant schneidet OA senkrecht in 
A und OB senkrecht in A Im Falle a ^ & Y^ ^^ derselbe nur 
einen oberen Kuhninationspunkt (S) und keinen Wendepunkt; ist 
dagegen a>2)|/2, so wird B zum unteren Kulminationspunkt und 
außerdem existiert ein oberer Kulminationspunkt an der Stelle 



igB 



a 



Zwischen beiden Kulminationspunkten liegt ein Wendepunkt bei 

um die Normale in einem beliebigen Punkte P zu konstruieren, 
bestimme man zunächst den festen Punkt Fj dessen Abscisse 
OF == j/a* — 5* ist, lege durch senkrecht zu OP eine Gerade 
und projiziere F auf diese Senkrechte sowie auf OP^ wodurch 
man die Punkte U und V erhält; endlich ziehe man durch V 
eine Parallele zu PZ7, welche OTT in W schneiden möge; dann 
ist P TT die verlangte Normale. 

18. Die Oassinische Kurve. Es sind zwei feste Punkte 
F und G in der Entfernung FG ==» 2c gegeben, und es wird der 
geometrische Ort des Punktes P gesucht, für welchen das Recht- 
eck aus FP und GP eine konstante Fläche » h* besitzt. Nimmt 
man den Mittelpunkt von FG zum Anfang rechtwinkliger Koordi- 
naten und OF zur o? -Achse, so erhält man als Gleichung der Kurve 

und in Polarkoordinaten 

r*— 2cVcos20 = ä*— c*. 
Aus der ersten Gleichung findet man 

• ^ c* + x* + yh^+Ic^* 

und daran knüpfen sich folgende Bemerkungen. Für h<Cc besteht 
die Kurve aus zwei gesonderten Blättern; für h=^ c geht sie in 
eine Lemniskate über, deren Halbachse a==l/2^'C ist; fi ir ^>c 
bildet die Kurve eine Ovalfigur mit den Halbachsen a =» "(/ä* + c*, 
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Femer gelten die Formeln 



y • + es • 



Ä«r 



y(cHr«)' 

da?«"' y» ' (c" + «*+yV 

Hiernach sind für h^c Tier Kulminationspunkte vorbanden an den 
Stellen . , ,, 

im Falle c < % < |/2^* c gibt es secbs Kulminationspunkte bei 

fl-««0, y«»±VÄ*— c* und ««±^^— g^ — » ^ = ±2^»^=^; 
endlich fiir ^2» c <^h existieren zwei Kulminationspunkte bei 

Inflexionspunkte sind nur im Falle c <C^ <Cy^'C vorhanden 
und zwar gelten für deren Koordinaten die Gleichungen 

r ^ i^^ (h^ -'C^)=^y ah ig SO^, cos2e=» — ^. 

Zur Normalenkonstniktion eignet sich am besten die Formel 

sintff ^j-^ sin2dy 

worin tff den Winkel zwischen Normale und Badiusvektor bezeichnet. 
Der Krümmungshalbmesser ist 

19. Es sind gegeben ein fester Punkt F und* eine feste Ge- 
rade DE^ gesucht wird der geometrische Ort des Punktes P, für 
welchen das Rechteck aus seinen Abständen von F und DE eine 
konstante Fläche besitzt. Nimmt man F zum Koordinatenanfang, 
die Senkrechte von F auf DE zur Abscissenachse, setzt die Länge 
dieser Senkrechten «»2 c und die konstante Fläche »^', so hat man 
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r — 



2c — a? 
wonach sich die Eurre leicht konstruieren Iftßt, und femer 

^ '"(?c-aj)« (2c-a;)* 

Für A < c schneidet die Kurve yiermal die Abscissenachse in den 
Entfernungen 

sie besteht dann aus einem blattförmig geschlossenen Teile und 
ans zwei ins Unendliche gehenden Zweigen, deren gemeinschaft- 
liche Asymptote die Gerade DE ist. Im Falle ^ » c reduzieren 
sich jene yier Durchschnitte auf drei und die Kurve bildet dann 
eine Schlinge um J^; für ^ > c existieren nur noch zwei Durch- 
schnitte, denen zwei Zweige entsprechen. Die Abscissenachse 
teilt in allen F&llen die Kurve in zwei kongruente Teile. 

Man findet weiter 

äy _ h^ 



oder wenn zur Abkürzung 

^^m und 2^-g 
gesetzt wird dy_h^ |^-2m6 + m 

Nach bekannten algebraischen Lehren hat nun die Gleichung 

für m > II zwei reelle, voneinander verschiedene Wurzeln und 
zwei komplexe Wurzeln; für w =" |f werden die beiden reellen 
Wurzeln identisch; für w < |f sind alle Wurzeln imaginär. Der- 
jenige Zweig der Kurve, welcher durch die Gleichung 

y- + - — 2^3^ — 

ausgedrückt wird, kann daher höchstens zwei Kulminationspunkte 
besitzen. Ist nun erstens Ä < c, mithin m > 1, und wird 



9(0) = Ö7r8> 0, q>{\c) rT-3— < 0, 
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dy h^ / \ 

gesetzt, 80 ergibt sich 

9.(0,) 2(^)*y?^^»<0, 9. (o,) = + 2 (f )*y?:rÄS> 0; 

die Abscisse des ersten Kulminationspunktes liegt demnach zwischen 
und yO, die des zweiten zwischen o^ und o^; der letzteren ent- 
spricht aber kein reelles y^ es existiert daher in dem oberen 
Kurvenzweige nur ein oberer Kulminationspunkt. 
Für den Fall h =^ c wird einfacher 

dy e* — lc*x-{-6cx^-'X^ 



woraus sich für den oberen Zweig ein einziger Kulminationspunkt 
ergibt an der Stelle x = 0,16071 c. 

Ist drittens ^ > c, so müssen die drei Unterfälle 

c*<Ä*<fic*, Ä*=f|c*, Ä*>f|c* 

unterschieden werden. Im ersten Falle zeigen die Werte von 
q> (0), q> (yc) und q> (c), daß der obere Kurvenzweig zwei Kul- 
minationspunkte besitzt, von denen der obere zwischen und yC, 
der untere zwischen \c und c liegt. Im zweiten ünterfalle wird 

dy ^ (c~2a;)>[2c* + (5c-2a?)'] 
'^ dx 16(2c-a;)» ' 

und dann ziehen sich die beiden vorigen Kuhninationspunkte zu 
«inem Punkte zusammen, in welchem zwar die Tangente horizontal 
liegt, der aber kein Kulminationspunkt ist, weil der Differential- 
quotient sein Zeichen nicht wechselt. Im letzten Falle sind gar 
keine Kulminationspunkte vorhanden. 
Weiter erhält man 

^d*y _ 2fe^ 8ft*a;' 2Ä*a; Ä* 



dx^ (2c-aj)« (2c — a?)* ^ (2c-a;)» (2c — oj)* 

^ _ g,4 8c*-7t*-24c»a; + 80c»a;»-16ca?» + 3a^* 
*" (2c — a?)*^ 



oder unter Benutzung der früheren Zeichen 

* dx* m 



*S = ^* (I*- 6'«S'+ 8»«l - 3«»)- 
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Die Gleichung 

5* - SwJ* + Smi — 3m — 

besitzt jederzeit zwei imaginftre Wurzeln, es kann daher die obere 
Hälfte der Eunre höchstens zwei Inflexionspnnkte haben. Ist nun 
erstens ^ < c, so liegt der eine Inflezionspunkt zwischen o^ und 
2c j der andere zwischen 2c und a^. Im Falle h ^ c wird einfacher 

^"y o^ 7c-8aj 



-2c* 



<*«• («c-a:)»l/(c* + aca:-«V 

und es existiert dann im oberen Zweige der Kurve nur ein In- 
ftexionspunkt an der Stelle 

a^-yc, y--|-c; 

legt man im Punkte ^ » c, y » eine Tangente an die Eurre, so geht 
diese Tangente durch den Inflezionspunkt. Im letzten Falle ^ > c 
liegt ein Wendepunkt zwischen a^ und 2c, der andere zwischen 
2 c und a^. 

Zur Normalenkonstruktion eignet sich am besten die Formel 

(x^ + y — 



dx 2c — X 

Anmerkung. Die Behandlung der Aufgabe 19 gestaltet sich 
etwas einfacher, wenn man mittelst der Transformationsformeln 

x^x^ + c, y^y' 

zu einem neuen Koordinatensystem übergeht. Daim haben z. B. die 
Abscissen der Punkte, in denen die betrachtete Kurve die Abscissenachse 
schneidet, die Werte 



Wesentlich bequemer wird hierbei insbesondere die auf die Wende- 
punkte der Kurve bezügliche Untersuchung, da sich der Zähler des oben 

far 2/':r~^ gefdndenen Ausdrucks bei Einführung von x^ an Stelle von x 

CbX 

sehr einfach gestaltet, so einfach, daß die Benutzung der Hilfsgröße | 
an dieser Stelle ganz überflüssig wird, es ergibt sich nämlich 

8c*-.Ä*-24c»aj + 30c*a;"-16ciB» + 3«* = c*-Ä*-4ca:" + 3«'*. 
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20. Die Eonchoide. Eine Oerade AB und ein um die 
Strecke ÄC ^b davon entfernter Punkt C sind gegeben (Fig. 17); 

man verbindet den letzteren mit beliebigen 
i^g. 17. Punkten N der Geraden und schneidet von 

.N'aus auf beiden Seiten von ^C die gleichen 






P 

/ Strecken NP'^NQ^a ab. Die so ent^ 

/TJr B stehende Kurve besitzt zwei Zweige ; für den 



/ 



/^ oberen ist, wenn LäCN^=^(o gesetzt wird, 

X = htg(o + asincD^ y '^ + acosatj 
ftlr den unteren 

aj = &^co — amco, y = — acos», 

woraus fOr beide Zweige die gemeinsame Kurvengleichung folgt 

xW = (6 + yy(a' - y^). 
Hiemach ergeben sich die Differentialquotienten 

dy xy^ 

di (y+&)(y»+a"fe)' 

d^y ^ a«y»(y» + »fty'-2«'&) 

Die Punkte o? = 0, y — + « und o? = 0, y =^ ^ a sind die 
Kulminationspunkte der Kurve; die Abscissenachse ist Asymptote 
derselben. Die kubische Gleichung 

bestimmt die Ordinaten der Inflexionspunkte, wobei zu beachten 
ist, daß diese Punkte nur dann existieren ^ wenn die Wurzeln der 
vorstehenden Gleichung reell und zugleich zwischen — a und + a 
enthalten sind. Für & >-a findet man zwei derartige y, für & < a 
nur eines; demnach besitzt die Kurve vier Inflexionspunkte, wenn 
h> a ist; andernfalls nur zwei. Für & » a entsteht bei C eine 
Spitze, für & < a hat die Kurve eine um C herumgehende Schlinge. 

21. Auf dem einen Schenkel eines rechten Winkels, dessen Scheitel 
mit dem Anfangspunkt eines rechtwinkligen Koordinatensystems zu- 
sammen^Ult, werde ein Punkt A gewählt und durch ihn eine Gerade 
parallel zur Abscissenachse gezogen (Fig. 18); der Schnittpunkt dieser 
Geraden mit dem anderen Schenkel heiße P. Gesucht wird die Kurve, 



N 
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Fig. 18. 



\ 



.9. ..^ 




welche der Punkt P beschreibt, wenn der rechte Winkel um ge- 
dreht wird.* 

Die Gleichung der fraglichen Krure lautet, wenn die gegebene 
Entfernung OA mit a bezeichnet wird, 

oder, in Polarkoordinaten, 

rtgS =:a; 

die Kurve ist symmetrisch zu beiden 
Koordinatenachsen und hat die beiden 
geraden Linien ^»-f a und y^^a zu 
Asymptoten. Eine bequeme Tangenten- 
konstruktion ergibt sich, wenn man beachtet, daß fSr die Polarsubtangente 
die Formel 

r' 

erhalten wird; ^Qlt man nämlich von dem Punkte Q, in welchem die 
Gerade AP die j^- Achse schneidet, ein Lot auf die Gerade OA^ so ist 
der Fußpunkt T dieses Lotes ein Punkt der die Kurve in P berührenden 
Tangente. 

22. Auf dem einen Schenkel eines um seinen Scheitel drehbaren 
rechten Winkels werde ein Punkt A gewählt und von ihm aus eine 
Gerade nach dem festen Punkte M der Ebene gezogen. Gesucht wird 
der geometrische Ort desjenigen Punktes P, in welchem diese Gerade 
den anderen Schenkel schneidet.** 

Macht man den Punkt zum Anfangspunkt, die Gerade OM aber 
zur Abscissenachse eines recht- 
winkligen Koordinatensystem8(Fig. 1 9) 
und setzt OA^^a, OM=m, so lautet 
die Gleichung des verlangten geo- 
metrischen Ortes 



— 2 mx{x* + y*) + w'as* = ; 
werden mittelst der Formeln 




* Die fragliche Kurve kommt in der darstellenden Geometrie vor 
(Rohn- Papperitz, Lehrbuch der darstellenden Geometrie, IL Band, 
Nr. 620) und ist ihrer Gestalt wegen die Kappa-Kurve genannt worden. 
Sie bildet auch den geometrischen Ort för die Berührungspxmkte der- 
jenigen Tangenten, welche man von aus an die mit dem Radius a—OA 
um die Punkte der Abscissenachse beschriebenen Kreise legen kann. 

** Auch diese Kurve tritt in der darstellenden Geometrie auf (Rohn- 
Papperitz, n. Band, Nr. 622 ff.); sie geht übrigens, wenn der gegebene 
Punkt M unendlich fem liegt, in die Kappa-Kurve über. 

SchlOmilch, Übnngsbucli. I. 6. Aufl. von Kaetsoh. g 
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IV. Die Diikwwion ebener Kuren. 



PolArkoordinftien eingef&lirt, to ergibt tich die Gleichung 

amcosO 



a-|-mnnO 



Die bierani folgende Formel fOr die Polarsubtangente 

r* amco8*B 



iii-|-a«fn9 



ermöglicht eine beqneme Tangentenkonstmktion; wird n&mlich yom 
Schnittpunkte Q der Geraden AM mit der j^- Achse ans ein Lot anf 
OÄ geföllt, 80 ist der Fnßponkt T dieses Lotes ein Fonkt der die 
Kurve in P berührenden Tangente. 

Die Gestalt des in Bede stehenden geometrischen Ortes hängt 
wesentlich von dem Verhältnis der beiden Strecken a und m ab. 

Ist m » a , so zerfällt der geometrische Ort in eine gerade Linie 

(die ^- Achse) und eine zur ^- Achse symmetrische Kurve in. Ordnung, 

deren Gleichxmg 

(«*+2/*)(aJ — 2a) + a^x «0, 
oder . 

y-±(«-«)]/2^. 

resp. 



r« 



acosS 



a 



l — sine 

C080 



Fig. so. 



l-\-8md 

geschrieben werden kann. Diese Kurve, die als gerade Strophoide 
Cauch Logocjklika oder harmonische Kurve) bezeichnet wird, be- 
sitzt zahlreiche interessante Eigen- 
schaften; ihr Verlauf ist in Fig. 20 
dargestellt. Die ^- Achse ist eine 
Tangente, die Gerade x^2a eine 
Asymptote der Kurve; die beiden 
Kurventeile, welche sich ergeben, 
wenn in der vorletzten Gleichung 
erst das obere und dann das untere 
Vorzeichen genommen wird, schneiden 
sich im Punkte M{x = a, y = 0) 
r unter rechtem Winkel. 

Ist dagegen m<^a^ so bildet 
der geometrische Ort eine voll- 
ständig im Endlichen verlaufende 
Kurve IV. Ordnung, welche ganz 
auf der rechten Seite der j^- Achse 
liegt und symmetrisch zur o;- Achse 
ist An zwei Stellen ist die Kurven- 
tangente parallel zur y- Achse; um dieselben zu finden, beachte man, 
daß für jede derartige Stelle 
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r'cosö— r«me=aO 
sein muß, woraus mit Hilfe der yorhin angegebenen Enrvengleichnng 



sm*e 4-2— «tna-fl«0 



also 



• ^ — a + Va' — TO* 

«tno» L_z 



folgt; die letztere Formel aber ermöglicht eine bequeme konstruktive 
Ermittelung der gewünschten Eurvenstellen.* 

Ist endlich m>>a, so bildet unser geometrischer Ort ebenfalls 
eine zur o;- Achse symmetrische Kurve IV. Ordnung, welche aber ins 
Unendliche yerläuft und zu beiden Seiten der i/- Achse gelegen ist. Die 
Kurve besitzt zwei Asymptoten, welche sich im Funkte M schneiden 
und durch die beiden Gleichungen 

yw* — a' 
dargestellt werden, mit deren Hilfe sie leicht konstruiert werden können. 



§16. 

Fortsetzung. (Transzendente Kurven.) 
1. Die logarithmische Linie hat zur Gleichung 



X 

y = he^ oder x ^ alg (-^j ; 



drei oder mehreren in arithmetischer Progression stehenden 
Abscissen entsprechen hiemach Ordinaten, welche eine geo- 
metrische Progression bilden, und zufolge dieser Eigenschaft 
können aus den beiden Koordinatenpaaren 

beliebig viele weitere Koordinatenpaare durch Konstruktion abgeleitet 



* Die Kenntnis dieser Stellen ist für die darstellende Geometrie 
von Interesse. Vgl. Rohn-Papperitz, a. a. 0., Nr. 622, wo der in Frage 
kommende Punkt mit F bezeichnet ist. 

8* 
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werden. Die Kurve steigt fortwährend mit konvexer Erömmmig; 
die Subtangente ist konstant = a, der ErQmmnngsnidiiis 



^ ay 

Anmerkung. In der Gleichimg der logarithmisclien Linie darf 
man &»! annelmien, ohne dafi die Allgemeinheit der Betrachtung 
beeinträchtigt wird. Da nämlich 

X X'\- a Igb 

ist, 80 kann die Kurve ^ 

durch eine in der Richtung der o;- Achse ausgefohrte Verschiebung 
mit der Kurve 

X 

zur Deckung gebracht werden; die beiden Kurven sind mithin kon- 
gruent und unterscheiden sich voneinander bloß durch ihre Lage gegen 
das Koordinatensystem. 

2. Die Gewölblinie entsteht, wenn man die beiden sym- 
metrisch entgegengesetzt Hegenden logarithmischen Linien 

X X 

a a 

konstruiert und zwischen jedem y^ und y^ das arithmetische Mittel 
aufsucht; die Gleichung der Gewölblinie lautet demnach 

y = \l\^+e'~^) 
oder auch 



^^aig{ y^vf^y 



Die Kurve wird von. der y- Achse in zwei kongruente Teile ge- 
teilt, von welchen der über der positiven o;- Achse liegende Zweig 
fortwährend mit konvexer Krümmung steigt. Mittelst der Formel 



dy ^ yy^-h^ 
dx a 

ist die Tangente im Punkte xy leicht zu konstruieren; füb: den 
Krümmungshalbmesser hat man 

^ ay 
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Im speziellen Falle b^^a fährt die Kurve den Namen Ketten- 
linie; der Krünunungsradins ist dann gleich und entgegengesetzt 
-der Normale. 

3. Die reziproke logarithmische Linie hat zur Gleichang 

a 

a 



y = he^ oder x == 



'»©' 



drei in harmonischer Proportion stehende Abscissen entsprechen 
hiemach drei in geometrischer Proportion stehenden Ordinaten, 
und zufolge dieser Eigenschaft können aus einem Koordinatenpaar 
(z.B. ir = ya, y = &e* und ir = a, y = be) beliebig viele Koordi- 
natenpaare durch Konstruktion hergeleitet werden. Den negativen 
Abscissen von aj = ~cx) bis x = entspricht ein Kurvenzweig, der 
von einer in der Höhe h parallel zur a?- Achse liegenden Asymp- 
tote bis zum Koordinatenanfange herabsteigt und an der Stelle 

a5= — — j w = -i von konkaver zu kon- Fig. 21. 

vexer Ejrümmung übergeht. An der Stelle 
a? = springt y von nach -f 00 über, 
nachher fällt die Kurve mit konvexer 
Krümmung ^ und nähert sich derselben 
Asymptote, wie der vorige Zweig. Um 
die Tangente im Punkte P zu konstruieren 
(Pig. 21), nehme man auf der Ordinaten- 
achse 0A = a, lege durch senkrecht zu. AM eine Gerade, welche 
die Ordinate MP in S schneidet, so ist MS == MT die Sub- 
angente. Der Krümmungsradius ist 



\ 
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M 



T X 



V{x'+a'yy 
" a{a-\-2x)x^y 

4. Die Gleichung einer Kurve sei 



y 



2 



-M^ 



wobei man beachten möge, daß die Punktionen lg(z^) und 2lgis 
zwar für positive, nicht aber für negative identisch sind. Der 
Koordinatenanfang ist der Mittelpunkt der Kurve, welche aus 
vier kongruenten Quadranten besteht. Betrachtet man nur den 
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zwischen den positiven Seiten der Koordinatenachsen liegenden 

Quadranten, so findet sich, daß derselbe mit ^ » a, ^ == 

Flg. 22. beginnt, anfangs mit konkaver Krümmung, 

von ic = y =« a y^ ab mit konvexer Krüm- 
mung steigt und ins unendliche geht, um 
die Tangente in einem Kurvenpunkte P 
zu konstruieren (Fig. 22), fällt man vom 
Abscissenendpunkte M eine Senkrechte MS 
f M X auf den iUidiusvektor OP und legt noch 

8T ±, 0X\ es ist dann MT die Subtangente. Für den Krümmungs- 
radius ergibt sich, wenn u die Normale im Punkte F bezeichnet, 




hieraus folgt eine einfache Konstruktion des Krümmungsmittelpunktes. 
5. Die logarithmische Lemniskate. Es sei 

80 besteht die Kurve aus vier kongruenten um den Koordinaten- 
anfang herum liegenden Quadranten. Der zwischen den positiven 
Koordinatenachsen befindliche Quadrant geht vom Koordinaten- 
anfange aus*, steigt mit konkaver Krümmung bis zu dem oberen 



* Man kann hierbei folgende Bemerkung zu Hilfe nehmen. Für 
o < 6 ist bekanntlich (S. 8) 






>ma"'~\ 



g 

mithin für a = l, b ^l-\ 

m 



('+i) 



-1>Z 



und durch Übergang zur Grenze für unendlich wachsende m 

e'-l>z folglich e' > z. 

Setzt man z^^^lgco, wo co mehr als die Einheit betragen muß, xmd 
quadriert, so erhält man ^ i /, s« 

(D>-^(Z^Ö))» 



oder , . 

(^m 4 

OD lg m^ 



daraus geht hervor, daß — — bei unendlich wachsenden m gegen die Null 



konvergiert. 
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Kulminationspunkte o? = y «« -7=1 fällt dann bis a? =» a, y = 

und wird fOr x^ a imaginär; in beiden Durcbschnitten mit der 
o;- Achse steht die Kurve senkrecht auf dieser Achse. Der 



Mittelpunkt ist der einzige Wendepunkt, 
im Punkte P zu konstruieren, legt man 
durch den Abscissenendpunkt M senkrecht 
zum Radiusyektor OF (Fig. 23) eine Ge- 
rade MN^ welche die Ordinatenachse in N 
schneidet; NP ist dann die Tangente. 
Bezeichnet u die Normale im Punkte P, 
so ergibt sich , 



um die Tangente 




woraus eine einfache Konstruktion des Krümmungsmittel- 
punktes folgt. 

6. Die Traktorie der Geraden (Traktrix). Durch die 
beides Gleichungen 

iC = a (y ^ COt^ y Q) — 005 üö), y =^ ü sivKü 

oder durch die eine Gleichung 



X 






y 



2 



Fig. 24. 



wird eine Kurve von folgenden Eigenschaften bestimmt. Die Kurve 
besteht aus vier kongruenten um den Koordinatenanfang herum 
liegenden Quadranten. Der zwischen den posi- 
tiven Seiten der Koordinatenachsen enthaltene ^ 
Quadrant beginnt mit o? ~ 0, y =* a, fällt un- 
ausgesetzt mit konvexer Krümmung und hat die A 
aj- Achse zur Asymptote. Es ist ferner N 



dx 



y 








und hieraus folgt, daß die Tangente FT (Fig. 24) die konstante 
Länge a besitzt. Für den Krümmungshalbmesser findet man 



al/a* — y* 
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Fig. 25. 



errichtet man in T eine Senkrechte auf der o;- Achse, so schneidet 
diese Senkrechte die Normale im Erümmungsmittelpunkte Q, 

7. Die Spirale des Arohimedes ist diejenige Kurve, bei 
welcher der Badiusvektor r proportional dem Polarwinkel wächst. 

um diese Spirale zu konstruieren, muß 
man zunächst ihren erzeugenden Kreis 
rektifizieren, was entweder mittelst 
eines Maßstabes, oder auf folgendem 
graphischen Wege geschehen kann 
(Fig. 25). Ist ÄB = 2a der Durch- 
messer, C der Mittelpunkt des Kreises, 
so legt man in £ eine Tangente an 
den Kreis, konstruiert mit ungeänderter 
Zirkelöf&iung den Winkel BCE=^30^, die Strecke BF ^^a-tg 30^ 
und nimmt 1^6r == 3a; es ist dann 




Aa = a ]/l3|-yi2 = a- 3,141533 . . ., 



also mit einer fiir graphische Zwecke völlig ausreichenden Genauig- 
keit AG = a ' 7t = äiem Halbkreise ABB, Teilt man sowohl den 
Halbkreis als die Gerade in gleichviel gleiche Teile, z. B. in 6, 
oder 12, oder 24 Teile, was aus naheliegenden Gründen sehr 
• bequem ist, so entstehen beiderseits gleiche Stucke, wie z. B. 

^, ,^ arc BD = GH. In Fig. 26 sei 

Pig. 26. o 

nun wieder OA = a und die Peri- 
pherie des um mit dem Ra- 
dius a beschriebenen Kreises eben- 
so wie vorhin geteilt; nach den 
Teilpunkten zieht man die Radien 
und trägt auf letztere, vom Mittel- 
punkte aus, die entsprechenden geradlinigen Strecken auf, so 
daß immer OP^arcAQ ist. Die Gleichung der Spirale ist hiemach 




-~iA 



r — ad oder 



X ^ a 



Vom Koordinatenanfange ausgehend, macht die Spirale unendlich 
viele, sich mehr und mehr erweiternde Windungen; sie besitzt 



§ 16. Beispiele von Enrvendiskussionen (Fortsetzung). 121 

daher unendlich viele Kulminationspunkte, deren Polarwinkel durch 
die Wurzeln der transzendenten Gleichung 

bestimmt werden. Die Polarsubnormale hat die konstante Größe a; 
legt man demnach senkrecht zum Vektor OP den Ereisradius 022, 
so ist PB die Normale für den Punkt P. Der Krümmungshalb- 
messer ist 



w« 



worin u die Polamormale PB bezeichnet. 

8. Die hyperbolische Spirale. Diese Kurve hat zur 

Gleichung 

a 

und läßt sich auf ähnliche Weise wie die Spirale des Archimedes 
konstruieren. Für = wird r = oo und zugleich geht y=^rsinQ 
in a über; bei wachsenden nimmt r ab. Die hyperbolische Spi- 
rale besitzt denmach eine Asymptote, welche in der Entferntmg a 
parallel zur Polarachse liegt; sie macht femer unendlich viele, 
sich mehr und mehr verengernde Windungen; der Koordinaten- 
anfang ist ein asymptotischer Punkt der Kurve. Kulminations- 
punkte sind, wie bei der vorigen Kurve, an den Stellen vorhanden, 
wo tgd = — 6 wird. Die Polarsubtangente hat den konstanten 
Wert — a, T^as eine einfache Tangentenkonstruktion gibt. Be- 
zeichnet u die Polamormale, so ist 

9. Die parabolische Spirale hat zur Gleichung 



und kann wegen r == "/a • a auf ähnliche Weise wie die Spirale 

des Archimedes konstruiert werden. Sie macht vom Koordinaten- 

anfange aus sowohl nach rechts wie nach links unendlich viele 

sich erweiternde Windungen, deren Kulminationspunkte durch die 

transzendente Gleichung 

^0 = -20 

bestimmt werden. Die Polarsubnormale ist nach der Formel 
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,1 



a 



I 



*"=2^ 



leicht zu konstruieren; zwischen der Polamormale u und dem Krüm- 
mungsradius besteht die Relation 



^9 



«» 



10. Die reziproke parabolische Spirale (Litnus). Als 
Gleichung der Kurve hat man 



2 «" 



6 

welcher Ausdruck leicht zu konstruieren ist. Für 6 = wird r = cx), 
dagegen ^ "=» 0; bei wachsenden nimmt r ab. Die Kurve macht 
daher, und zwar nach entgegengesetzten Seiten hin, imendlich 
viele sich verengernde Windungen; die Polarachse ist ihre Asymp- 
tote, der Pol ihr asymptotischer Punkt. Kulminationspunkte sind 
an den Stellen vorhanden, wo ^0=^20 wird. Femer besitzt 
die Kurve zwei Inflexionspunkte für = ^ = arc 28® 38' 62" 4 und 
r^±y2'a. Die Polarsubtangente bestimmt sich durch die leicht 
konstruierbare Formel 

r7=-2-; 



r 



zwischen der Polamormale u und dem Krümmungsradius besteht 
die Belation 

11. Die logarithmische Spirale. Aus der Gleichung der 
Kurve, nämlich 

r=^aeß^ oder %^^lg(^ 

folgt, daß die Vektoren in geometrischer Progression wachsen, 
wenn die Polarwinkel eine arithmetische Progression bilden; sind 
demnach zwei Punkte der Kurve bekannt, z. B. A mit den Ko- 
ordinaten = 0, r ^= a und B mit den Koordinaten = jc, r = &, 
so lassen sich durch Konstruktion beliebig viele weitere Kurvenpunkte 
bestimmen. Den von bis -f oo wachsenden entsprechen unend- 
lich viele, sich fortwährend erweiternde Windungen, den Werten 
von = bis = — cx> unendlich viele immer enger werdende 
Windungen, die sich dem Koordinatenanfange als asymptotischem 
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Punkte nähern. So oft cotd =^ — ß wird, treten Eulminations- 
punkte ein. Der Winkel OPT zwischen Radiusvektor und Tangente 
(Fig. 27) hat immer dieselbe Größe, 
nämlich arccotß] der KrQmmungs- 
halbmesser ist gleich der Polar- 
normale PU, 

Anmerkung. In der Gleichung ] 
der logarithmiflcben Spirale darf man 
asi annehmen, ohne hierdurch die 
Allgemeinheit der Betrachtung einzuschränken. Da nämlich 

ist, so kann die Kurve 

durch Drehung um den Pol des Koordinatensystems mit der Kurve 

zur Deckung gebracht werden; die beiden Kurven sind demnach kon- 
gruent und unterscheiden sich voneinander nur durch ihre Lage zum 
Koordinatensystem. 

12. Die Kreisevolvente (Fig. 28). An einen, mit dem 
Badius 0A = a beschriebenen Kreis ist in einem beliebigen Punkte M 
eine Tangente gelegt und auf derselben eine Strecke MP ab- 
geschnitten, welche gleich ist dem Kreis- j,^ gg 
bogen zwischen M und einem festen Punkte Ä] 
alle so konstruierten Punkte P bilden eine 
Kurve, welche sich fOr LAOM == co folgender- 
mafien ausdrücken läßt 

a? »= a (cos 00 -|- CO sin m), 

y = a (sin co — m cos m) 
oder 




oder 



r = a yi + 00^ = 0) — arc tg oo. 



a 



a 
arc cos — 
r 



Die Kurve gehört zu den Spiralen, insofern sie unendlich viele, 
sich fortwährend erweiternde Windungen um herum macht. 
Die Kreistangente MP ist zugleich die Normale und der Krüm- 
mungshalbmesser der Kurve. Nimmt man in den vorigen Formeln 
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die Wurzeln negativ, so erhält man den zweiten Zweig der Kurve, 
welcher dem ersten symmetrisch entgegengesetzt liegt. 

Fig.89. 13. Bie Traktorie des 

""^U Kreises (Fig. 29). Es sei A 
ein fester, M. ein beliebiger 
Punkt eines mit dem Badius 
OA^=^a beschriebenen Kreises; 
durch M ist eine Tangente an 
den Kreis gelegt, auf dieser 
MN=^ arc AM genommen und 
schließlich auf ON die Senk- 
rechte MP gefällt; alle so kon- 
struierten Punkte P bilden eine Kurve, welche sich för LAOM = m 
folgendermaßen ausdrücken läßt 




-H 



r = 



a 



oder 



1/1+ 



CO 



= w — arc ig 



CO 



Va* — r* r 

— arc cos — • 

r a 



Die Kurve macht von ^ aus unendlich viele, sich fortwährend ver- 
engernde Windungen um den Koordinatenanfang, welcher der 
asymptotische Punkt der Kurve ist; sie besitzt femer einen In- 
flexionspunkt I an der Stelle 



CO 



1, r=-=—=zi ö = l — -, 

y2 4 



welchen man leicht mittelst der Bemerkung konstruieren kann, daß 
näherungsweise 



^^1 = ^570 17' 44'' 8 = 



95 

61 



ist, wobei der begangene Fehler weniger als 2 Sekunden beträgt. 
Die Polartangente PT hat die konstante Länge a; der Durch- 
schnitt von MO mit der Normale ist der Krümmungsmittelpunkt Q. 
Nimmt man in den obigen Formeln die Wurzelgrößen negativ, so 
erhält man einen zweiten Kurvenzweig, welche dem ersten sym- 
metrisch entgegengesetzt liegt. 

14. Die Oykloide (Fig. 30). Wenn ein Kreis auf einer Ge- 
raden fortrollt, ohne zu gleiten, so beschreibt ein Peripheriepunkt 
des Kreises die genannte Kurve. Es sei AB die gegebene Gerade, 
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NPT der rollende Kreis in einer seiner Lagen, wo er AB in N 
berührt, P derjenige Punkt des Kreises, welcher die Kiirye beschreibt 
und welcher sich zu Anfange der vig. so. 

Bewegung in Ä befunden haben 
möge; es ist dann AN = arc NF, 
Um die Kurve zu konstruieren, 
braucht man den Kreis nur in 
seiner mittelsten, einer halben Um- 
drehung entsprechenden Lage zu jj. 
zeichnen, so daß AB gleich der 
halben Kreisperipherie BP'D ist; 
man wählt dann arc BP willkürlich, nimmt AN = arc BP^ 
zieht durch P eine Parallele, durch N eine Senkrechte zu ^^ 
und trägt von dem Durchschnitte B beider Linien die Strecke 
BP =^ B^ P' ab. Nimmt man A zum Anfang rechtwinkliger 
Koordinaten, AB zur Abscissenachse, setzt den Kreisradius MP^^h 
und den sogenannten Wälzungswinkel PMN == oo, so erhält man 




oder 



OJ = fe (© — si» w), y = 5 (1 — cos w) 
X = h Arc cos — ^ — y^hy — y*, 



wobei überhaupt Arc cos z irgend einen der Bögen bezeichnet, 
welche z zum Cosinus haben. Aus diesen Gleichungen ergeben 
sich die Werte , 



dx 



dx* 



1— C08<0 
1 

6(1 — CM cd)* 



45 «in* Y OB 



Die Kurve besteht aus unendlich vielen kongruenten Zügen, welche 
die Abscissenachse in den Punkten 05 = 0, ±27r6, ±47i;6, ±6«&, 
usw. rechtwinklig schneiden und an den Punkten x = ±:yth^ ±37r6, 
±5 TT 6, usw., denen immer dieselbe Ordinate 26 entspricht, obere 
Kulminationspunkte besitzen; Inflexionspunkte sind nicht vorhanden. 
Zieht man noch den Durchmesser NMT, so ist PT die Tangente, 
PN die Normale der Kurve; der Krümmimgsradius PQ beträgt 
das Doppelte der Normale PN 

15. Die gedehnte und die verschlungene Cykloide 
(Fig. 31). Wie bei der vorigen Aufgabe denke man sich einen 
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Kreis auf einer Geraden rollend, nehme aber als beschreibenden 
Punkt einen nicht auf der Kreisperipherie liegenden Punkt, dessen 

Abstand vom Kreismittelpunkt =» c sein 
möge. Die Anfangslage des Kreises sei 
diejenige, bei welcher die Verbindungslinie des 
Kxeismittelpxmktes und des beschreibenden 
Punktes Ä senkrecht auf der gegebenen 
Geraden steht imd der Abstand des be- 
schreibenden Punktes von dieser Geraden am kleinsten ist; die 
Basis nehmen wir zur Abscissenachse, ihren Durchschnitt mit OÄ 
zum Koordinatenanfang. Es gelten dann folgende Gleichimgen 

X =^boD — c sintOy y =^h — c cosoDy 

dy c sin © d^y c{bco8(o — e) 

dx h^ccosoi dx^ {b — ccoaoiy 

bei deren Diskussion zwei Falle unterschieden werden müssen. 

Ist nämlich c < 5 wie in Fig. 31, so heißt die Kurve eine 
gedehnte Cykloide. Dieselbe schneidet die Abscissenachse nicht 
und besitzt an den Stellen äj = 0, ± ji;&, ± 2ji;6, ± 3ji;&, usw.. 
Kulminationspunkte, welche abwechselnd imtere und obere Kulmi- 
nationspunkte sind; dazwischen liegen Infiexionspunkte, deren co 

durch die Gleichung costo = j- bestimmt werden, deren Abscisseu 

mithin sind 

, . c cl/6«-c« 

Xi^o Are cos^ — T 

ob 

Im Falle c>6 heißt die Kurve eine verschlungene 
Cykloide. Sie schneidet die Abscissenachse imendlich vielmal an 

den Stellen, wo cosa> = — wird; sie besitzt ferner imtere und 

obere Kulminationspunkte an denselben Stellen, wie die gedehnte 
Cykloide, dagegen sind Inflexionspunkte im eigentlichen Sinne 
nicht vorhanden. Für beide Cykloiden ist PN die Normale; 
bezeichnet man sie mit u, so hat man für den Krümmungs- 
halbmesser die Formel 

^ c{b cosm — c)^ 
welche leicht geometrisch konstruiert werden kann. 
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.16. Die Epicykloiden. Auf der Außenseite eines unbe* 
weglichen, mit dem Radius OÄ =» a beschriebenen Kreises (Fig. 32) 
rolle ein mit dem Halbmesser h konstruierter Fig. 8». 

Ereis; irgend ein Feripheriepunkt P des letz- Y 
teren Kreises beschreibt dann eine Epicykloide. 
Den Anfang der Bewegung denken wir uns 
so, daß der beschreibende Punkt mit dem 
Berührungspunkte Ä beider Kreise zusammen- 
fällt; nennen wir für irgend eine spätere Lage 
N den Berührungspunkt beider Kreise, so ist 
immer arcÄN '^ arcNP. Die Konstruktion 
der Kurve konmit daher in der Hauptsache 
darauf zurück, derartige gleiche Bögen zu 
finden. Wenn die beiden Kreishalbmesser in rationalem Verhält- 
nisse stehen, so erreicht man dies leicht dadurch, daß man zwei 
ganze Zahlen m und n wählt, die sich wie a zu h verhalten und 
nachher den ruhenden Kreis in m, den beweglichen Kreis in 
n Teile teilt. So ist in Fig. 33 a : 5 = 3 : 2, ?» = 12, « =»= 8, mit- 
hin arcÄH, d. h. ^ der Peripherie des ersten Kreises, =« arcAF=^\ 
der Peripherie des zweiten, ebenso 
arcAN^ 2 arcAH^^arcAF-^^ arcNP. 
Bei einem irrationalen Verhältnis von 
a : & ist es für graphische Zwecke hin- 
reichend, statt jenes Verhältnisses ein 
nahekommendes rationales Verhältnis zu 
setzen, welches man durch Abkürzung 

des unendlichen Dezimalbruches für -r- 



oder besser durch Kettenbrüche erhält; 
so wiirde man im Falle j- =»]/2 ent- 
weder m == 14, w == 10, oder genauer 
w = 17, n = 12 nehmen. Ein anderes 
Käherungsverfahren ist folgendes. Auf 
dem kleineren der beiden Kreise, welcher 
in Fig. 33 der rollende Kreis ist, nehme man den Bogen AF will- 
kürlich, jedoch höchstens gleich einem Achtel der Peripherie, femer 
AD gleich dem dreifachen Eadius AG und ziehe BFj welche 
Gerade die durch A gelegte Kreistangente in G sehne de 



Fig. SS. 
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Strecke ÄG kommt dami dem Bogen AF sehr nahe und .läßt 
sich nun wieder auf den anderen Kreis übertragen, indem man 
ÄE= 3'ÄO nimmt und die Gerade EG zieht, welche von dem. 
zweiten Kreise den Bogen AH ^= ÄG = ÄF abschneidet.'^ Hat 
man nach der einen oder anderen Methode die gleichen Bögen 
ÄH und ÄF konstruiert, so nimmt man auf der Peripherie des 
ruhenden Kreises arcÄN gleich einem beliebigen Vielfachen von 
arcAH^ zieht ONM = a + ^» beschreibt aus M mit dem Radius h 
einen Kreisbogen NF^ welcher das Gleichvielfache von arcAF ist; 
man kann auf diese Weise beliebig viele Kurvenpunkte P konstruieren. 
Wählt man zum Anfang rechtwinkliger Koordinaten, OA zur 
Ordinatenachse und setzt den Wälzungswinkel^^JtfP«©, so führt die 

Bemerkung, daß in Mg. 32 LAON^^ und LPMIt = m+^ 
ist, zu folgenden Gleichungen 

X ^ (a + o)sm osm- — ' — —i 



y = (a + o) COS hcos - — ' — — 



a a 

In dem besonderen Falle, wo — ein rationaler Bruch ist, wo 

sich also h und a zueinander verhalten wie die ganzen positiven 
Zahlen n und m, kann co aus den vorstehenden Gleichungen eli- 
miniert werden. Für m == mg) ist nämlich 

X = (a + h) sin n g> — h sin (m + n)(pj 

«/ = (a + 6) cos w 9 — 6 C05 (m + w)g), 

und hier lassen sich die Sinus und Cosinus der Winkel n<p und 
(m -\- n)g) durch Potenzen der Sinus und Cosinus des einfachen 
Winkels g> ausdrücken; die Elimination von sin<p und cosg) hat 
nachher keine Schwierigkeit. 

Ist z. B. 5 = ya und wird « = 2g) gesetzt, so hat man 

X = ya(3sm9 — sin3g>) = 2asm^y, 
y ^ Yö(3cos9> — cos3g)) = a(2sm^g> + 1)0059), 
mithin durch Elimination von g) 

* Vgl. die Aufgabe Nr. 10 in § 42. 
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woraus herrorgeht, daß die auf Seite 103 unter Nr. 14 betrachtete 
Kurve eine Epicykloide ist. 

In dem noch einfacheren Falle & » a erhält man durch Elimination 
von 9> und mittelst der Eoordinatenveränderung ^ =» ^i , y=^a — x^ 

woraus folgt, daß auch die Kardioide als 
eine Epicykloide betrachtet werden kann. 

Um die Gleichungen der gedehnten 
und der verschlungenen Epicykloide zu 
finden, nehme man die Entfernung des be- 
schreibenden Punktes P vom Mittelpunkte 
M des rollenden Kreises nicht » &, son- 
dern =» c; man erhält dann (Fig. 34) 

X == (a + o)8tn c stn- — = — —j 




y =^ (a + h)cos 



a a 



hm (a 4- 5) (D 

ccos- — ' — ^— ) 

a a 



wobei c < 5 einer gedehnten, c > 5 einer verschlungenen Epi- 
cykloide entspricht. Hinsichtlich der Elimination von oo gilt hier 
wieder die vorige Bemerkung. 

Durch Differentiation der obigen Formeln ergeben sich die Werte 



dx 



dx* 



. . ba . (a4-b)(o 

os%n cstn- — ■ — - — 

a a 

, bm (a + b)(o 

b cos c cos - — ' — - — 

a a 



. boD 

a$%n X 

a 

boD 
y — acos — 



&' + (g + 6)c* — (g + 2&) 6 ccQgcD 
{a-\-b)\bcos c cos- — ' — —\ 



Q^ 



{a + b)y(b*-2bccos(o + cy 
6(6"— 2 fec cos (0 -f- c*) + gc(c — & cos cd) 



Die Entfernung OP=>r wird am kleinsten für a) = 0, ±27C, ±4c7Cy 
± Gtu usw., am größten für w = ± ä, + 3?!;, ± ött usw.; die Nor- 
male im Punkte P geht immer durch den entsprechenden Berüh- 
rungspunkt N beider Kreise. Ein Zeichenwechsel von q tritt ein fär 

SohlOmiloh, Übongibnch. L 6. Aufl. ron Naetsch. 9 



130 



lY. Die DifikasBion ebener Karren. 



€08(0 



oder 



wozu entweder 



oder 



ft« + (a + 5)c« 
{a+U)hc 



tg\(o^y 



b + c ' {a + b)c + b*' 



h>c> 



h<c< 



a + b 

5« 

a + b 



notwendig ist. Da die letzte Ungleichung sich selber widerspricht, 
so können Zeichenwechsel von ^, d. h. Inflezionspnnkte, bei der 

yerschlnngenen Epicykloide gar nicht, und bei der gedehnten Epi- 

b* 
cykloide nur dann yorkommen, wenn c zwischen , , und b ent- 
halten ist. Die geometrische Bedeutung hiervon ergibt sich, wenn 
man von aus an den in seiner Anfangslage befindlichen rollenden 
Kreis die Tangente OD legt und Ton D auf OC die Senkrechte DE 
fällt; der beschreibende Pimkt, dessen Anfangslage A ist, muß dann 
zwischen E und B liegen. Aus dem Werte von q kann man 
leicht eine Konstruktion des KrtUnmxmgshalbmessers ableiten. 

17. Die Hypocjkloiden (Fig. 35). Auf der Innenseite eines 
festen mit dem Halbmesser a beschriebenen Kreises rolle ein be- 
weglicher Kreis mit dem Radius b] irgend ein Peripheriepunkt des 
letzteren Kreises beschreibt dann eine Hypocykloide. Liegt der be- 
Fig. 85. schreibende Punkt nicht in der Entfernung 6, 

sondern in der Entfernung c vom Mittelpunkte 
des beweglichen Kreises, so entsteht eine ge- 
dehnte oder verschlungene Hypocykloide, je 
nachdem c < 6 oder c > 6 ist. Aus der Figur 
erhält man leicht für LNMP = m 




f ■,\ . bm . (a — 5)© 
X = (a — b)8tn csm- —i 

y = {a — b)cos \- ccos -—; 



dieselben Gleichungen entstehen auch, wenn man in den für die 
Epicykloiden geltenden Formeln dem b die entgegengesetzte Lage 
und dem oo die entgegengesetzte Drehungsrichtung gibt, also 5, 
c und 00 zugleich negativ ninmit. 
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Anch hier gilt die Bemerknng, daß die Blimination Ton a 
ausgeführt werden kann, sobald — ein rationaler Bruch ist. So 
hat man z. B. für c =» & = -|- a und m '=^ A<p 

y =» -j^ a {cos 39 + 3 C05 9) = + « cos^ 9, 
und durch Elimination von tp 

woraus hervorgeht, daß die Astroide zu den Hypocykloiden gehört. 

Die Entwickelung der allgemeinen Eigenschaften der Hypo- 
cykloiden • geschieht nach ganz ähnlichen Formeln vne bei den 
Epicykloiden. 

In dem Falle a < &, wo sich der größere Kreis um den 
kleineren herumschwingt, nennen manche die Kurve eine Peri- 
cykloide; die nicht erheblichen Modifikationen, welche die Formeln 
dann erleiden, wird man ohne Mühe finden. 

18. Ein Bctationskegel, dessen Mantellinien mit seiner Achse den 
Winkel a einschließen, werde von einer Ebene E geschnitten, welche 
mit jener Achse den Winkel ß bildet; dann entsteht anf dem Kegel- 
mantel eine Schnittknrve, welche bekanntlich eine Ellipse, Parabel oder 

Hyperbel wird, je nachdem ce^/3 ist. Es möge nun deijenige Punkt 

dieser Schnittknrve, dessen Entfernung von der Kegelspitze am 
kleinsten ist, mit A^ femer diejenige Mantellinie, welche auf der Kegel- 
Oberfläche der Geraden OA gegenüberliegt, mit m bezeichnet werden. 
Wenn dann der Kegelmantel längs der Greraden m aufgeschnitten und 
in einer Ebene TT ausgebreitet wird, so geht aus der vorhin genannten 
Kurve des Kegelmantels offenbar eine zur Geraden OA symmetrische 
Kurve der Ebene TT hervor. Diese Kurve soll untersucht werden. 

Macht man in der Ebene TT den Punkt zum Anfangspunkt (Pol) 
eines Polarkoordinatensystems und die Gerade OA zur Polarachse, so 
kann die Gleichung der fraglichen Kurve 



r = 



l-\-XC08 



e \ ^tgß) 



stncc 

geschrieben werden, wobei k eine konstante Strecke bedeutet, deren 
geometrisbhe Bedeutung übrigens unschwer zu erkennen ist. Die Kurve 
ist im allgemeinen transzendent, wird jedoch algebraisch, wenn sina 
einen rationalen Wert hat; so gehen z. B., wenn der Mantel eines gleich- 
seitigen Kegels, d.h. eines Kegels, dessen sämtliche Achsenschnitte 

9* 
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gleichseitige Dreiecke sind, in der vorgeschlagenen Weise abgewickelt 
wird, aus allen ebenen Schnittkurven dieses Mantels algebraische 
Kurven IV. Ordnung hervor. 

Solange X<;i (also a<P) ißt, verläuft die Kurve voUatändig im 
Endlichen; sobald f^l (also a>> /3) ist, besitzt sie zwei zur Polarachse 
symmetrische Asymptoten; die Richtungen derselben bestimmen sich aus 
der Gleichung 

cos 



e 



s%na 



X 



während die Abstände vom Punkte gleich — ==z sind; letzteres er- 
kennt man mit Hilfe der für die Polarsubtangente gültigen Formel 






ksina 



Isin 



e 



s%na 



Um die Wendepunkte der Kurve — falls solche vorhanden sind — 
zu finden, bedenke man, daß die ihnen entsprechenden Werte von B 

der Relation 

t.«-|-2r'*-rr"=0 

Genüge leisten müssen , in welcher r, r', r" 
vermöge der obigen Kurvengleichung durch 
auszudrücken sind. Aus dieser Relation 




folgt aber 



e 



cos 



-^tgatgß, 



stna 

und hieraus ergibt sich weiter 

r = k cos* a. 

Diese Resultate lassen erkennen, daß die 
Kurve, solange 

tgatgß^l, also a + /?>90* 

ist, keine Wendepunkte haben kann, daß sie hingegen, sobald 

tgatgß<il, also a + /?<90<> 

wird , zwei zur Polarachse symmetrische Wendepunkte besitzt. Ein Blick 
auf den durch die beiden ManteUinien OÄ und m gelegten Achsen- 
schnitt unseres Kegels (Fig. 36) zeigt übrigens, daß der erste oder 
der zweite Fall eintritt, je nachdem das von der Kegelspitze auf die 
Schnittebene E gefällte Lot seinen Fußpunkt 0' innerhalb oder außer- 
halb des Kegels hat. 



Kapitel V. 



Aufgaben über geometrische Orte. 

§17. 
Die Evoluten. 

Sind X und y die rechtwinkligen Koordinaten eines Knrven- 
punktes und wird ferner zur Abkürzung 

dx"^'' dx*'~^ 

gesetzt, so werden die rechtwinkligen Koordinaten | und ri des zu- 
gehörigen Krümmungsmittelpunktes durch folgende Formeln bestimmt 

Alle Krümmungsmittelpunkte bilden zusammen eine Kurve, den 
geometrischen Ort des Krümmungsmittelpunktes, welche bei ebenen 
Kurven die Evolute der ursprünglichen Kurve heißt; ihre Glei- 
chung erhält man aus den Formeln für ^ und fj, wenn man, unter 
Zuhilfenahme der zwischen x und y bestehenden ursprünglichen 
Kurvengleichung, die Variabein x und y eliminiert, so daß nur 
die gesuchte Gleichung zwischen § und i/ übrig bleibt. 
1. Die Parabel. Aus der Gleichung 



y = y'2hx 
folgen die Werte 

durch Elimination von x ergibt sich als Gleichung der Evolute 

oder, wenn der Koordinatenanfang im Sinne der positiven § um h 
verschoben wird , 27Ä'w^==8^' 

Die Evolute ist demnach eine semikubische Parabel. 



134 ^- Aufgaben über geomeiaische Orte. 

2. Die Ellipse. Stellt man die Ellipsengleichung in der ge- 
wöhnlichen Form dar , . , 

und setzt zur Abkürzung 

a = » p = 



a ^ b 

so erhält man als Gleichung der Evolute 

(I)' + 0)^- ' 

oder in rationaler Form 

(S + ^' - ')'+ " O'- «■ 

3. Die Hyperbel. Aus der Mittelpunktsgleichung 

folgt, wenn zur Abkürzxmg 

o« + &« . a^ + b* 
a ^ b 

gesetzt wird, » 2 

(ir-(r-' 

oder in rationaler Form 

(s - ^ - ')*- " (nr- «• 

4. Die Gissoide. Die Gleichung dieser Kurve, nämlich 

(2 a — ic') v* = x^ 
liefert die Werte ^ ^^ 

^"" 3(2a-a?)« ' ^ "" "s" K 2a-aj' 

entnimmt man o; der zweiten Formel und substituiert den erhaltenen 
Ausdruck in die erste, so findet man als Gleichimg der Evolute 

4096 a»S + 1152 a^ri^ + 27i?*= 0. 

5. Für die Kurve, deren Gleichung ist 

gelten die Werte 

I 2^^ ' »»»tKV 

welche umgekehrt geben 
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Beachtet man nun, daß eine Gleichung yon der Fonn 

a ± yü = Y^ 

nach WegschafiFang der Wnrzelgrößen übergeht in 

(w — «*)'+ 2a(3w + d?)v — 1;»= 0, 

so erhält man als Gleichung der Evolute 

256a(a- 26)»+ 288a(7a - 6|)iy*- 81iy*= 0. 

6. Die Kardioide Iftßt sich entweder durch die eine der beiden 
Gleichungen (a;«+ y«- 2aa:)«= 4a»(ic» + y^), 

r= 2a(l + COS&) 

oder auch durch die zwei Gleichungen 

a? = 2a (1 + C05 6) C05 0, y = 2a (1 + co« 6) sin 

ausdrücken. Die letzteren geben 

5 = -|- a + -|- a (1 — cos 0) cos 0, iy = y a (1 — cos 0) si» 0, 
oder, wenn /) ^ a '4- i? t ^ ^ 

gesetzt wird, 

gi=^a(l + cos0i) cosQ^^ ^i"='l^(l + «>s0i)sm0i. 
Die Gleichung der Evolute in rechtwinkligen Koordinaten würde 
man hieraus durch Elimination von 0^ erhalten, man übersieht 
aber auch ohne diese Elimination, daß die vig. 87. 

Evolute der Kardioide wieder eine Kardioide 
ist. Der Radius ihres erzeugenden Kreises 
beträgt ya, ihr Anfangspunkt ^^ liegt in der 
Entfernung AÄ^ ^ y ^ ^^d clie Drehungs- 
richtung der Evolute ist entgegengesetzt der Drehungsrichtung der 
gegebenen Kardioide (Fig. 37). 

7. Die Lemniskate. Drückt man die Gleichung der Kurve 
in Polarkooidinaten aus, nämlich 

r = a"|/cos20, 

so hat man die Koordinaten des Krümmungsmittelpunktes mittelst 

folgender Formeln zu bestimmen 

a (r' + r") (r'siwö + rcose) 
l^r cosü — - — - — , , a ,. —n ^» 

^ = rswö+ ^i^2r'«-rr" ' 

man erhält 

^ 2acos'9 2asfn'o 

8 ycM 2 e 3 y cos 2 6 
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Als Gleichung der Evolute ergibt sich hieraus durch Elimination 

8. Die logarithmische Linie. Von der Gleichung 



X 

a 



y ^he 
ausgehend erhält man 

5« If iL ^. _^ 

mittelst der zweiten Gleichung kann man e^ und x durch i^ aus- 
drücken und nach Substitution dieser Werte wird aus der ersten 
Gleichung 



tl±yn'-Sa^\ T2(r]±V73«-8a«) ^ 



i-» C*T^' ) 



-s-a. 



« 

folgen die Werte 

2x ix\ / X X 



Sa 3 

9. Die Eettenlinie. Aus der Gleichung 

(X x\ 

(2x 2x\ / X x\ 

welche geben 

10. Die Traktorie der Geraden. Mittelst der Gleichung 

\a—ya^ — y^/ 
erhält man die Werte 



5- 1 7 /a + Va*-y*\ a* 



mithin durch Elimination von y 



die Evolute ist also eine Kettenlinie. 



^ 
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* 

11. Die logarithmische Spirale. Die Gleichung 

liefert, wenn ^ nnd ri durch Polarkoordinaten ausgedrückt werden, 

5 = — aße^^ sind^ ri = aße^^ cosd. 

Um auch die Gleichung der Evolute in Polarkoordinaten zu haben, sei 

^^^ B cosT^ 71 => B sin r; 
es erfidbt sich dann . 

wird noch r =»= o + y jr gesetzt, so folgt, daß die Evolute der 

logarithmischen Spirale wieder eine logarithmische Spirale ist, bei 

welcher aß statt a eintritt. 

Zufolge der auf Seite 128 gemachten Anmerkung ist die neue 
Spirale kongruent mit der ursprünglichen und kann mit ihr durch eine 
Drehung um den Pol des Koordinatensystems zur Deckung gebracht 
werden. 

12. Die Cykloiden. Für die gemeine Cykloide gelten die 

Gleichungen 

X = h(m — sin co), y = h(l — cos m)^ 

aus welchen man erhält. 

^ =h(G) -{- sin (ö), t^ = -— fc (l — cos w). 

Setzt man co = jc — ooi und geht hierauf mittelst der Formeln 

zu einem neuen Koordinatensystem über, so gelangt man zu den 
neuen Gleichungen 

^1= h («i — sin Wi) , t^i = & (1 — cos «i), 

welche zeigen, daß die Evolute mit der ursprünglichen Cykloide 
kongruent und nur der Lage nach von ihr verschieden ist. 
Für die Epicykloide hat man die Gleichungen 

a; = (a + o) sm o sm- — ' — —^ 

2/ = (a + o) cos cos - — ' — — 

und erhält aus denselben 
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^ a{a + h) . ba ab ^^ (a + b)i» 

s =* — . Ol. stn T-zrr svn 1 

' a-|-2o a a-f^b a 

a(a4-b) 6» , ab (a + ft)© 

Vertauscbt man das Koordinatensystem der g, 17 mit einem anderen 
gleichfalls rechtwinkligen Systeme der |^, i^^, welches denselben 
Anfang hat und dessen Abscissenachse mit der Achse der | den 
Winkel y einschlieBt, so hat man bekanntlich 

S =» li C05y — 1^1 5iny, ij = gj sin y + i/j C05 y 

oder umgekehrt 

li = 1^ sin y + I cos y, i|i = ij cos y — | sin y, 

mithin vermöge der Werte yon | und 1} 

^ a(a+&) . /6« , \ , a2> . /(a + ft)© , \ 



»?i'= 



a (a + 6) ^^^ fb © 



/6© , \ , a6 /(a + &)o> , \ 



Es sei noch ^ 

y = — «— 1 09 == TT + ö>i, 



a 



a 



ab , 1 ^ ^1 

- — - =Bs /). . also _ =ss -i • 



= «1» TT^ = h^ also 



a + 26 1' a + 26 i' a 04' 

die vorigen Gleichungen werden dann 



«1 * «1 



woraus hervorgeht, daß die Evolute einer Epicykloide immer wieder 
eine Epicykloide ist, bei welcher die Radien des festen und 
des rollenden Kreises in demselben Verhältnis stehen, wie bei der 
ursprünglichen Kurve. 

Nimmt man z. B. die Radien a und b gleich, so ist die ur- 
sprüngliche Kurve eine Kardioide, ebenso ist auch die Evolute 
eine Kardioide; und zwar ist für dieselbe ai = bi=^ \a (vgl. 
Aufgabe 6). 
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Für die Hjpocykloide gelten ganz ähnliche Formeln, aus denen 
der analoge Satz folgt, daß die Evolute eine mit den Radien 



öl = ^Tr' 



, ab 



konstruierte Hjpocykloide ist. 

18. Die in § 15, Aufgabe 18 untersuchte Kurve konnte entweder 
durch die Gleichung 

oder durch die beiden Gleichungen 

dargestellt werden. Aus den letzteren ergibt sich 

|=> — aco«'tf7, ri ="{■ a sin* 'tp j 
woraus durch Elimination von tf^ 

X J. A 

folgt. Die Evolute der in Bede stehenden Kurve ist hiemach eine 
Astroide. 

§ 18. 
Die Endpunkte der Folartangenten und Folamormalen. 

I. Bezeichnen u und v die rechtwinkligen Koordinaten des 
Punktes V in Fig. 38, welcher der Endpimkt der Polartangente ist, 
so hat man 

Y 



Fig. 88. 



U — — 



V = 






r » 




unter Zuhilfenahme 
der Gleichung der 
Kurve kann man aus 
diesen Gleichungen x 
und y eliminieren, so 
daß nur eine Glei- 
chung zwischen u 
und V übrig bleibt, 
welche den geometrischen Ort des Punktes V bestimmi 

1. Für die Ellipse ergeben sich, wenn man von der Mittel* 
punktsgleichung 
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y = — Va* — x^ 
^ a ' 

ausgeht, die Werte 

mithin durch Elimination von x und y 



a*tt* + h^v^ = (^^ — 6~^^) • 



Bei der Hyperbel gestaltet sich die Gleichung ähnlich. 

2. Nimmt man den Scheitel eines Kegelschnittes zum 
Eoordinatenanfang und demgemäß 



y = y2hx + kx^y 

so erhält man 

hx hx* 



W == -— , . .. . ,v > V = 



Ä + (1 + Ä:)a;' [Ä + (l + Ä;)a;]y 

folglich 



2 «*' 



2Ä + (2 + Ä;)t* 

Die semikubische Parabel und die Cissoide sind spezielle Fälle 
dieser Kurve. 

3. Ist ein Brennpunkt eines Kegelschnittes der Koordi- 
natenanfang, mithin 



y =:=yh^- 2h6X + {e^ - l)x\ 
so wird 

h hx 

W = — ? V = 

8 sy 

Der geometrische Ort des Endpunktes der Polartangente ist dann 
eine Parallele zur Ordinatenachse und zwar die Direktrix des 
Kegelschnittes. 

4. Falls die Gleichung der ursprünglichen Kurve in Polar- 
koordinaten gegeben ist, treten an die Stelle der vorigen all- 
gemeinen Formeln für u und v die folgenden 

u = —.smu^ V == .cos 0, 

aus welchen dann unter Zuhilfenahme der Polargleichung der ge- 
gebenen Kurve eine Gleichung zwischen u und v hergeleitet 
werden muß. 
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Für die reziproke parabolische Spirale hat man z. B. 

w = — 2aYd*sind, v =- + 2ayd'C0sd 

worans hervorgeht, daß die Endpunkte der Polartangenten in 
einer parabolischen Spirale liegen. 

5. Die Gleichung 

h 

T = 

+ € sin d 

charakterisiert eine Kurve, von welcher die hyperbolische Spirale 
ein besonderer Fall ist; man erhält 

w = •■ — » V == + » 

1 4" « CO« ö ' 1 + « cos 






Der geometrische Ort des Endpunktes der Polartangente ist in 
diesem Falle ein Kegelschnitt, dessen einer Brennpunkt mit dem 
Koordinatenanfange zusammenfällt, und dessen Hauptachse in der 
Ordinatenachse liegt. 

IL Bezeichnen u und v die rechtwinkligen Koordinaten des 
Endpunktes W der Polamormale, so gelten die Formeln 

y — xy' y — xy' ' 

unter Zuziehung der Gleichung der Kurve lassen sich x und y 
eliminieren, so daß eine Gleichung zwischen u und v übrig bleibt, 
welche den geometrischen Ort des Endpunktes der Polamormale 
bestimmt. 

6. Aus der Mittelpunktsgleichung der Ellipse folgen die Werte 

(a* — h*)xy* (a*'-l)^)x^y 

welche geben 

Für die Hyperbel gestaltet sich die Gleichung ähnlich. 
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7. Legt man bei irgend einem Kegelschnitte den Eoordi- 
natenanfang in den Scheitel, so hat man 



V V?*^+*±'[Ä + (! + *);,]. 

Die Kombination 



'^—V 



^h-^-kx 



X 



dient hier, um x durch u nnd v auszudrücken; setzt man den so 
erhaltenen Wert in eine der yorhergehenden Gleichungen ein, so 
gelangt man zu dem Resultate 

(w* - kv^y = 2hu[u^ + (2 + ^)v^l 

8. Falls die ursprüngliche Kurve auf Polarkoordinaten bezogen 

ist, hat man 

M = — r^sindj t; = + r^cosdj 

woraus eine Gleichung zwischen u und v herzuleiten ist. 
Bei der Kardioide, deren Gleichung 

r = 2a(l + cos0) 

sein möge, gelten die Werte 

u = 2asin^d, v — — ^asindcosQ^ 
welche geben 

v^ = 2au — M*; 

der geometrische Ort des Endpunktes der Polamormale ist hier 
der Kreis, welcher zur Konstruktion der Kardioide dient. 

9. Für die Kurve, deren Gleichung ist ♦ 

erhält man als Gleichung des geometrischen Ortes von W 

w* + 2at; = a^\ 

letzterer ist also eine Parabel. 

10. Für die Kurve, deren Gleichung ist 

r == algcot\Q^ 
findet man 
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w = a, t; = — acotd; 
der gesuchte Ort besteht hier aus einer Parallelen zur Ordinatenachse. 

Anmerkung. Bemerkenswerte Resultate ergeben sich, wenn man 
die unter I. und IL gegebenen Regeln auf diejenige Kategorie von 
Kurven anwendet, bei denen r proportional der n*^^ Potenz von B 
ist, wobei n eine beliebige positive oder negative, ganze oder ge- 
brochene Zahl bedeutet. Zu diesen Kurven gehört u. a. die Spirale des 
Archimedes (n = l), die parabolische Spirale (« = -|-), der Kreis (n = 0), 
der Lituus (** = — y) imd die hyperbolische Spirale (n = — 1). 

Wenn eine Kurve der in Bede stehenden Kategorie angehört, also 
etwa durch die Gleichung 

dargestellt wird, so ergibt sich als Gleichung für den geometrischen 
Ort des Endpunktes der Polartangenten die Relation 

hingegen als Gleichung für den geometrischen Ort des Endpunktes 
der Polarnormalen die Relation 

r = na-lö — — i 

Aus der Form dieser beiden Gleichungen aber geht hervor, daß beide 
geometrische Orte wiederum Kurven der obigen Kategorie sind; denn offen- 
bar ist der erste geometrische Ort kongruent mit der durch die Gleichung 

r = - .e^ + i 
n 

der zweite geometrische Ort hingegen mit der durch die Gleichung 
dargestellten Kurve. ~" 

§19. 
Die Fußpimktktirven. 

Läßt man von einem festen Punkte (Fig. 39) Senkrechte 
auf alle Tangenten einer gegebenen Kurve herab, so bilden die 
Fußpunkte P jener Perpendikel eine rig. 39. 

neue Linie, deren Gleichung auf folgende 
Weise gefunden wird. 

Bezeichnen g^ h die rechtwinkligen 
Koordinaten des sogenannten Poles 0, 
X und y die Koordinaten eines beliebigen 

Punktes M der gegebenen Kurve, u und ~L X" 

V die Koordinaten des entsprechenden Fußpunktes P, so gelten 
fOr letztere die Gleichungen 
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V — if ~ if' (u — z), v — k —f(}i—9)j 

woraiu z. B. folgt 

(x-y-,y"-'V-yy' 

«-9 YW-, . 

Unter Zuhilfenahme der zwischen x nnd y bestehenden Gleiehnng 
lassen sich ans irgend zweien der obigen vier Gleichungen x und 
y eliminieren; die übrigbleibende Gleichxmg zwischen u und v 
bestimmt die Natur der Fußpunktkurre. 

1. Die ParabeL Von der Gleichung ausgehend 

y*= 4ax 

kann man die zwei ersten Gleichungen zwischen u und v folgender- 
maßen darstellen: 

yv^ 2au + \y\ 2a(v — h) ^ — y(u — g)-, 

man erhält dann durch Elimination von y 

u(u — gy + (u — g) (v — h)v + a(v ^ ä)* = 0. 

Wird der Brennpunkt zum Pol genommen, so ergibt sich einfach 
u « 0, d. h. die Scheiteltangente ist dann die FußpunkÜinie; im 
Fall der Parabelscheitel zum Pol genommen wird, geht die Fuß- 
punktkurre in eine Cissoide aber. 

2. Ellipse und Hyperbel. Die Gleichung der Ellipse sei 

die beiden ersten Gleichungen zwischen u und v lauten dann 
h^ux + a^vy = a*6*, l^ {y — K) x — a^ (u — g) y ==^ 0. 

Bestimmt man hieraus x und y^ und setzt die gefundenen Aus- 
drücke in die Ellipsengleichung ein, so erhält man 

W{u -g) + v{y- Ä)]«-= a^(u - gY+ h^{v - ä)». 

Diese Gleichung der Fußpunktkurve läßt sich etwas einfacher 
darstellen, wenn der Pol C zum Anfang eines Polarkoordinaten- 
systems genommen wird, dessen Achse CX' parallel zur ru- Achse 
liegt und worin die Senkrechte CP=^p der Radiusvektor und 
LX^CP=^ % der Polar winkel ist; es ergibt sich 

(jP + 9 cos% + h sinxy= a^cos^% -f fe*5in*%. 
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Nimmt man einen Brennpunkt der Ellipse zum Pol, so wird 
die Fu£punktkurve ein Kreis; liegt der Pol im Ellipsenmittel* 
punkte, so entsteht die auf Seite 106, Aufgabe 17 betrachtete 
Kurve. Für & = a, ^= — a, Ä = geht die Fußpunktkurve in 
eine Kardioide über. 

Um die entsprechenden Formeln für die Hyperbel zu erhalten, 
bedarf es nur der Yertauschung von h^ mit — h^. In dem spe- 
ziellen Falle, wo die Hyperbel eine gleichseitige ist und ihr Mittel- 
punkt zum Pol genommen wird, ergibt sich 

p*== a^cos2%] 

die Fußpunktkurve ist dann eine Lemniskate. 

3. Diö semikubische Parabel. Die Gleichung der Kurve sei 

femer g ^ — -|-a, A^O; fSr u und v gelten dann die Gleichnngen 

Substituiert man den Wert von x aus der zweiten Gleichung in 
das Produkt beider Gleichungen, so erhält man 

oder 

[«*+ (« + ia)»] lv*-ia(u + i«)] = 0; 

der erste Faktor kann nur für einen isolierten Punkt verschwinden, 
diJB Fußpunktkurve hat daher zur Gleichung 

und ist demgemäß eine Parabel. 

4. Die ursprüngliche Kurve sei bestimmt durch die Gleichung 

(x^ + y2 _ ^2)s + 27a^xY =0; 

um Weitläufigkeiten zu entgehen, ersetze man diese Gleichung 
durch die beiden Gleichungen (Seite 102, Aufg. 12) 

drücke dementsprechend u und v durch oo aus und eliminiere 
schließlich ©. Wegen y^ =^ — tga gehen die Gleichungen für u 
und V in die folgenden über 

Sohlömiloli, Übungsbuch. L 6. Aufl. yon NaetBCb. 1 Q 
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u sin CD + V cos a = a sin m cos m^ v — Ä = (u — g) coim, 
ans denen sich ergibt 

oder in Polarkoordinaten, welche ebenso wie bei der vorletzten Auf- 
gabe zu wählen sind, 

p ^ acosxsinx — (ß cos% + h sinx). 

5. Am einfachsten gestalten sich die Formeln, wenn man 
gleich anfangs den Pol zum Anfangspunkte von Polarkoordinaten 
wählt und demgemäß substituiert 

x^rcosd, y ^r sindy u^pcosx^ «;=jpsm%; 
die allgemeinen Gleichungen gehen dann über in 

[r cos(ß — %) + r' sin(ß — xy\p = r*, r'=-rtg(ß — x) 

oder, wenn man r' aus der zweiten Gleichung in die erste 

substituiert, ,n s , . .n n 

p^rcos(ß-x)y r'-^rtg{9-x)^ 

wie man auch direkt mittelst einer einfachen geometrischen Be- 
trachtung findet. 

Als Beispiel mögen die Kurven dienen, welche durch die 
Gleictmig f^^a^eosmQ 

repräsentiert werden und zu denen u. a. die gleichseitige Hyperbel 
(w == — 2), die Paraböl (w = — -|-), die Kardioide (m = + -|-), 
der Kreis (m = +1) und die Lemniskate (w = -f 2) gehören. 
Die allgemeinen Gleichungen sind hier 

p = a(cosmd)"^cos(ß — x)i ^*w0 = tg(x — 0); 

aus der letzten Gleichung folgt = — ^jj ^^^ nachher aus der 

ersten 

pn = a" cos n%. n = — r-r* 

Die Fußpunktkurve ist hier von derselben Gattung wie die ur- 
sprüngliche Kurve; der gleichseitigen Hyperbel z. B. entspricht die 
Lenmiskate. 

Die soeben betrachteten Kurven sind als Sinusspiralen bezeichnet 
worden; sie zeichnen sich noch durch eine Reihe weiterer interessanter 
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Eigenschaften aus. — Vergleiche den Artikel von Scheffers ,^ Besondere 
tra/nazendente Kwrven''^ in der Encyklopädie der mathematischen Wissen^ 
Schäften; femer Gino Loria, Spezielle ebene Kurven (18. Kapitel des 
V. Abschnitts). 

6. Die logarithmische Spirale. Aus der Gleichtmg 

erhält man 

p^aefi^cos{e-x)y ß=^tg(d-x), 

mithin durch Substitution von aus der zweiten Gleichung in 
die erste ^ 

die Fußpunktkurve ist also wieder eine logarithmische Spirale. 

Aus einer früheren Anmerkung (Seite 128) geht übrigens herror, 
dafi die neue Spirale der ursprünglichen kongruent ist und mit ihr durch 
eine Drehung um den Pol des Koordinatensystems zur Deckung gebracht 
werden kann. 

7. Die Kreisevolvente. Wenn die Kurve durch die beiden 
Gleichungen r-— — ^ ^ 

repräsentiert wird, so hat man 

« 

die letztere Gleichung gibt einerseits 

cos (ö — %) = 1 

anderseits 

Ö — % == arctg — 
oder 

CO — arc igoi — %=^\n — arc tga, «> == -|- « + %? 

mithin ist nach Substitution der Werte von cos (0 — %) und o 

p^^a^^Tt + x). 

Die Fußpunktkurve ist also eine archimedische Spirale. 

§ 19a. 

Weitere Aufgaben über geometrische Orte« 

Im gegenwärtigen Kapitel sind vier verschiedene Gesetze aufgestellt 
worden, welche dazu dienten, aus jeder ebenen Kurve c eine gewisse 
andere ebene Kurve c^ entstehen zu lassen. In § 17 war die neue 
Kurve q die Evolute der ursprünglichen Kurve c, ia § 18 I und n hin« 

10* 
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gegen der geomeferisclie Ort fOr die Endpunkte ihrer Polartangenten 
resp. Polamonnalen, in § 19 endlich bildete c^ die Fnfipnnktkorre Ton e 
in besQg anf einen gegebenen feeten PoL In allen vier Ffillen trat 
das für die Entstehung der Kurve q ans der Kurve c maßgebende Gresetx 
znn&chst in geometrischem Gewände anf, wnrde aber nachher analytisch 
eingekleidet; und zwar ergaben sich als analytisches Äquivalent des 
betreffenden (Gesetzes jedesmal zwei Gleichungen, wdche die Koordi- 
naten x^y^ des laufenden Punktes P^ der Kurve q als Funktionen der 
Koordinaten xy des laufenden Punktes P der Kurve e und der Ab- 
leitungen y\ y'\ ... von y nach x ausdrückten, also zwä Gleichungen 
von der Form 

«!=«(«, y, y\ y", . . .), yi=- 5^(ä, y, y\ y", . . .)•• 

Nun bezeichnet man ein Gesetz, durch welches jeder Linie der Ebene 
eine gewisse andere Liiüe der Ebene zugeordnet wird, als eine Trans- 
formation der Ebene. Infolgedessen können wir sagen: In den 
vorangehenden Paragraphen sind vier verschiedene Transformationen der 
Ebene, welche zun&chst auf geometrischem Wege definiert wurden, 
analytisch aber durch je zwei Gleichungen von obiger Form charakteri- 
siert werden konnten, zur Erzeugung von Kurven verwendet worden. 

Im folgenden sollen einige weitere derartige Transformationen 
eingeführt und gleichfaUs zur Erzeugung ebener Kurven benutzt werden. 
Für die Reihenfolge dieser Transformationen aber wird die Beschaffen- 
heit der in den entsprechenden Gleichungen auftretenden Ausdrücke 
* («, y, y\ !/", . . .) nnd y («, y, y', y", . . .) maßgebend sein.** 

An erster Stelle wird es sich um einige Transformationen handeln, 
die so beschaffen sind, daß in den Ausdrücken ^ und W die Ab- 
leitungen y ', y '', . . . g&nzlich fehlen, daß also die entsprechenden Gleichungen 

A) x^^^{x,y), yi=W{x,y) 

geschrieben werden können. Eine derartige Transformation hat die 
Eigenschaft, jedem einzelnen Punkt P wieder einen einzelnen Punkt P^ 
zuzuordnen; jeder Kurve c durch P entspricht eine Kurve c^ durch P^; 
berühren sich insbesondere zwei Kurven e und X; in P, so berühren sich 
auch die entsprechenden Kurven c^ und X^^ in P^. Transformationen 
dieser Art werden als Punkttransformationen bezeichnet, 



* Betreffs der Bezeichnungen sei erwähnt, daß an Stelle von Xi 
und y^ in § 17 die Buchstaben | und ?}, in § 18 und § 19 aber die 
Buchstaben u und v verwendet worden sind. 

** Daß übrigens zwei Gleichungen von der angegebenen Form, falls 
sich nicht etwa die sämtlichen Größen o;, y, y', y'\ . . . aus ihnen 
eliminieren lassen, stets eine Transformation der Ebene definieren, kann 
leicht eingesehen werden; ist y =^ f{x) die Gleichxmg irgend einer 
Kurve c, so ergibt sich durch Elimination von x aus den beiden Relationen 

x^=^(x,f{x),r(x),r(x),...), y,^^{x,f(x),f{x),r{x),"-) . 

die Gleichung der entsprechenden Kurve c^. 
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An zweiter Stelle werden einige Transformationen in Betracht 
kommen, welche so beschaffen sind, daß die entsprechenden Ausdrücke 
^ und ^ außer x und y noch die erste Ableitung ton y nach x ent- 
halten, von den höheren Ableitungen hingegen frei sind, daß also die 
in Frage kommenden Gleichungen sich 

schreiben lassen; von dieser Art waren die drei in den §§ 18 — 19 be- 
nutzten Transformationen. Derartige Transformationen ordnen einem 
einzelnen Punkte xy niemals wieder einen einzelnen Punkt zu [sondern 
vielmehr eine Kurve, deren Gleichtuig — geschrieben in den laufenden 
Koordinaten x^y^ — durch Elimination von y' aus den beiden Re- 
lationen B) erhalten werden kann]; jedoch haben manche unter ihnen 
die Eigenschaft, zwei einander berührenden Kurven c und k stets wieder 
zwei einander berührende Kurven c^ und Jc^ zuzuordnen. Transformationen, 
welche diese letztere Eigenschaft besitzen, werden Berührungstrans- 
formationen genannt. Zu ihnen gehört die in § 19 zur Erzeugung der 
Fußpunktkurve^i verwendete sogenannte Fußpunkttransformation. 
Näheres siehe im folgenden unter lY. - 

An dritter Stelle endlich soll eine Transformation benutzt werden, 
welche so beschaffen ist, daß die Ausdrücke $ und W außer y' auch 
noch y'' enthalten, daß also die entsprechenden Gleichungen die Form 

besitzen, wie dies der Fall war bei der in § 17 zur Erzeugung der Evoluten 
verwendeten Transformation. Eine Transformation dieser Art wird weder 
jedem einzelnen Punkte wieder einen einzelnen Punkt, noch zwei ein- 
ander berührenden Kurven wieder zwei einander berührende. Kurven 
zuordnen können. 

I. Von dem festen Zentrum aus werde nach jedem Punkt P einer 
gegebenen Kurve c eine gerade Linie gezogen und auf derselben ein 
Punkt Pj derart bestimmt, daß die beiden Vektoren OP und OP^ gleich- 
gerichtet sind und das konstante Produkt h^ ergeben (]c ist eine Strecke 
von gegebener Länge) ; dann wird als geometrischer Ort des Punktes P^ 
eine neue Kurve q entstehen. Da hiemach jeder Linie c der Ebene eine 
gevrisse andere Linie c^ zugeordnet ist, so wird durch die obigen Fest- 
setzungen eine Transformation der Ebene definiert; und zwar handelt 
es sich, da jedem einzelnen Punkte P offenbar wieder ein einzelner 
Punkt P^ entspricht, um eine Punkttransformation. Dieselbe wird als 
die Transformation durch reziproke Badien (oder auch als 
Kreisinversion) bezeichnet. Um diese Transformation analytisch dar- 
zustellen, empfiehlt es sich, den festen Punkt zum Anfangspunkt eines 
rechtwinkligen Koordinatensystems, oder — was noch bequemer ist — 
zum Pol eines Polarkoordinatensystems zu machen; die Gleichungen der 
Transformation lauten im ersten Fall 
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k* k* 

im zweiten Fall hingegen 

r. = — , 6- s= 6. 
* r * 

Eine besondere Rolle spielt bei dieser Transformation der mit dem Ba- 
dins k um das Zentrom beschriebene Kreis, der sogenannte Bezugs- 
kreis. Liegt P auf diesem Kreise, so fällt P^ mit P zusammen; liegt 
P innerhalb des Kreises, so liegt P^ außerhalb und umgekehrt; in 
jedem Falle ist P^ deijenige Punkt, in welchem die Polare des Punktes 
P in bezug auf jenen Kreis von der Geraden OP geschnitten wird. 
Eine weitere Eigentümlichkeit der in Bede stehenden Transformation 
besteht darin, daß zwischen der urspränglichen und der neuen Figur 
stets Kreisverwandtschaft stattfindet; d. h. jedem Kreise in der 
ursprünglichen Figur entspricht in der neuen Figur wieder ein Kreis * 
Von Wichtigkeit ist der umstand, daß zu jedem Punkt Pj der 
neuen Kurve c^ die Tangente konstruiert werden kann, sobald sich zu 
dem entsprechenden Punkt P der ursprünglichen Kurve c die Tangente 
konstruieren läßt. Schreibt man nämlich zur Abkürzung r' und r^ an 

Pig.40. SteUevon 

dr , dr. 
3— und -=^, 
de de^ 

so ergeben sich aus 
den beiden Glei- 
chungen 

die weiteren drei 
Belationen 

^1 • ^ - - « » 

Werden dann noch die Endpxmkte der zu P resp. P^ gehörenden Polar- 
subtangenten von c und c^ mit V und F^, die Endpunkte der ent- 
sprechenden Polarsubnormalen hingegen mit W und W^ bezeichnet 
(Fig. 40), so zeigen diese drei Belationen, daß die Beziehungen 

stattfinden; dabei ist allerdings zu beachten, daß die Vektoren OFimd 
OFj entgegengesetzt gerichtet sind, und daß die gleiche Bemerkung auch 

* Dies ist allerdings nur dann allgemein richtig, wenn man auch jede 
gerade Linie als einen £[reis — mit unendlich großem Badius — betrachtet. 
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von den Vektoren OW und OW^ gilt. Alle drei Beziehungen können 
benutzt werden, um die Tangente der Kurve c^ zu finden, sobald die 
Tangente der Karre c gegeben ist. 

Anmerkung. Die erste Beziehung in Verbindung mit der evi- 
denten Tatsache, dafi jede durch gehende Gerade sich selbst ent* 
spricht, Vä&t unmittelbar eine wichtige Eigenschaft der in B.ede 
stehenden Transformation erkennen; schneiden sich im Punkt P irgend 
zwei Linien c und c' unter einem gewissen Winkel a, so schneiden sich 
im Punkt P^ die entsprechenden Linien e^ und c^' gleichfalls unter dem 
Winkel a. Mit Bücksicht auf diese Eigenschaft sagt man, die Trans- 
formation durch reziproke Badien sei eine konforme (winkeltreue) 
Transformation. 

1. Wendet man die Transformation durch reziproke Badien auf 
den durch die Gleichung ]^ 

l-i-scoae 
dargestellten Kegelschnitt an, so entsteht eine Kurve, deren Gleichung 

geschrieben werden kann. Die Tangenten dieser Kurve, welche als 
PascaFsche Schnecke bezeichnet wird*, können konstruiert werden, 
wenn die in § 16, Nr. 5 getoidene Eigenschaft der Kegelschnittstangenten 
benutzt wird; da nämlich der Endpunkt V der Polarsubtangente des 

Kegelschnitts auf einer Geraden (Gleichung: r» ] lieg^, so muß 

der Endpunkt W^ der Polarsubnormale auf einem durch gehenden 
Kreise (Gleichung: r^^^kscosei) gelegen sein. Vergleiche auch Nr. 8. 

n. Von einem festen Zentrum werde nach jedem Punkt P einer 
gegebenen Kurve c eine Gerade gezogen und auf derselben ein Punkt P^ 
derart bestimmt, daß die Entfernung PP^ einen gegebenen konstanten 
Wert hat; dabei werde P^ entweder stets außerhalb oder stets innerhalb 
der Strecke OP angenommen. Dann ergibt sich als geometrischer Ort 
des Punktes P^ eine neue Kurve q, welche man als eine Konchoide 
der ursprünglichen Kurve c bezeichnet. Wie sich sofort übersehen läßt, 
wird durch die soeben getroffene * Festsetzung abermals eine Trans- 
formation der Ebene definiert, und zwar offenbar wiederum eine Punkt- 
transformation. Dieselbe kann, wenn zum Pol eines Polarkoordinaten- 
systems genommen wird, analytisch dargestellt werden durch zwei 
Gleichungen von der Form 

rt^r + h, ej = e; 

die Konstante h besitzt einen positiven oder einen negativen Wert, je 
nachdem der erste oder der zweite der beiden oben unterschiedenen 



* Die Gestalt der Pascal'schen Schnecke föUt verschieden aus, je 
nachdem e^l ist; in dem besonderen Falle 8 = 1 wird die Kurve zu 
einer Kardioide. 
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Tig.Al. 



TTAI^ 



raie Torli^gt. Es dürfte sich empfehlen, die Karre q im ersten Fall 
eine äußere, im xweiten Fall eine innere Konchoide der Kurre c eq nennen.^ 
Ans den obigen Gleichnngen folgt sofort die Rdation 

dr^ __ dr 
de^^di^ 

und diese sagt aas, dafi die zum 
Punkte P^ gehörende Polar- 
snbnormale der nenen Konre e^ 
stets gleich der xnm Ponkte P 
gehörenden Polarsnbnormale der 
ursprünglichen Kurve c (Fig. 41) 
ist. Infolgedessen können die 
Tangenten der Kurve c^ kon- 
^ stroiert werden, sobald sich die 
Tangenten der Kurve e konstru- 
ieren lassen. 

2. Wenn die Kurve c eine 
Gerade ist, so entsteht als 
Kurve q die in § 15, Kr. 20 
untersuchte Linie, welche dem- 
nach als Konchoide der 
Geraden bezeichnet werden 
kann. Die Tangenten dieser 
Linie können nach IL sehr ein- 
fach konstruiert werden. 

3. Ist die Kurve c ein durch gehender Kreis, so wird die 
Kurve e^ eine Pascal'sche Schnecke. Um dies zu übersehen, lege man 
die Polarachse durch den Kreismittelpunkt und bezeichne den Kreis- 
durchmesser mit a; dann ergibt sich als Gleichung der verlangten 
Konchoide die Relation , , 

welche offenbar mit der unter Nr. 1 geftmdenen Gleichung identisch 
wird, wenn man a^Jcs^ "h^k setzt. 

Die aus IL folgende Konstruktion der Tangenten an die Pascal'sche 
Schnecke stimmt überein mit der aus I. resultierenden und in Nr. 1 an- 
gedeuteten Konstruktion. 

4. Wird die Spirale des Archimedes, deren Gleichung 

lautet, tmserer Transformation unterworfen, so entsteht eine Kurve, 
deren Gleichung . . , /. . ^' 




»•i=«-^+Ä = o(oi + -) 



* Bei besonderer Beschaffenheit der Kurve c kann es vorkommen, 
daß die beiden Konchoiden, welche sich ergeben, wenn fOr h zwei nur 
durch das Vorzeichen verschiedene Werte genommen werden. Zweige 
einer und derselben Kurve sind* 
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gescbrieben werden kann. Diese Knrve ist aber, welchen Wert ancb h 
besitzen möge, mit der gegebenen Spirale kongraent nnd läßt sich 
durch eine Drehung um den Punkt mit ihr zur Deckung bringen. 

6. Wendet man die in Bede stehende Transformation auf die 
durch die Gleichung a 

•-=6- 

dargestellte hyperbolische Spirale an, so ergibt sich eine Kurve, deren 
Gleichung 

geschrieben werden kann. Für diese Kurve ist, wie für die ursprüng- 
liche hyperbolische Spirale selbst, die durch die Gleichung 

dargestellte Gerade eine Asymptote; durchläufb femer ein Funkt Pj 
die Kurve derart, daß seine Anomalie 6^ von bis cx) wächst, so 
nähert er sich, aus dem Unendlichen kommend, schließlich asymptotisch 
eine mit dem Badius h um den Mittelpunkt beschriebenen Kreise. 
Bemerkenswert ist der Umstand, daß die Kurve stets einen, aber auch 
nur einen Wendepunkt besitzt; der zugehörige Wert der Anomalie 6^ ist 
die einzige reelle Wurzel der kubischen Gleichung 



•.(•.+I)'-T-»- 



6. Die letzten Ergebnisse ermöglichen eine Beantwortung der 
Frage, welche Gestalt die durch eine bilineare Gleichung zwischen r 
und a, also durch eine Gleichung von der Form 

A'0 + B 

^ G-e + D 

dargestellte Kurve besitzt. Diese Kurve kann, falls die Koeffizienten A^ 

!B, C, D keinen Bedingungen unterworfen sind, als Konchoide einer 

hyperbolischen Spirale angesehen werden; man erkennt dies, wenn die 

obige Gleichung in der Form 

A , BC-AD 



" H'+?} 



geschrieben wird, was bei nicht verschwindendem C stets geschehen 
kann. Bei besonderer Beschaffenheit der Koeffizienten kann die gegebene 
Gleichung eine hyperbolische Spirale, eine archimedische Spirale, einen 
Kreis mit dem Zentrum oder auch eine durch gehende Gerade 
darstellen. 

7. Wenn eine Ellipse, deren Mittelpunkt ist, den beiden Trans« 
formationen 

rj = r4-<^, ®i = ^i lind ri = r — d, 6^ = 
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mAerworfea wird (d woU eine poeitiTe KonBtaiite aein!), eo enlBteheii 
swei Kinren, wdehe nach dem Frfiberen ab eine 3aßere und eine innece 
KoncJioide dieser ElUpee sa beseichnen nnd.* 

Die ertte Karre büdet ein zn den beiden Achsen der gegebenen 
EIHpse sjmmetrisehef Ond, denen Gestatt rieh, weLdien Wert noch die 
Konstenfte d beriteen möge, nnr wenig Ton degenigen einer Elüpee 
nntascheidet. Dagegen kann die zweite Knrre, also die innere Kon- 
ehoide, je nach dem Werte Ton d sehr yerschiedene Gestalten haben; 
dieselben iollen im folgenden korz beschrieben werden. 

In jedem Falle ist die Karre symmetrisch sowohl in bezag aof 
die große als aach in bezog aof die kleine Achse der EDipee; machoi 
wir die erste zar a;-Achse, die zweite zar y- Achse eines rechtwinkligen 
Koordinatensystems, so genfigt es demnach, das Verhalten der Korve im 
ersten Quadranten za ontersnchen. Wenn mittelst der Formeln x=^reosO^ 
y^rsin^ Polarkoordinaten eingeführt werden, und die große Halbachse 
der Ellipse mit a, die kleine Halbachse mit &, die nomerisdie Exzen- 
trizität mit s bezeichnet wird, so kann die Gleichung unserer Kmre 

h , 

geschrieben werden; zur 
Feststellung der Gestalt 
der Kmre genügt es 
alsdann, die zwischen 
den Grenzen und 90* 
gel^enen Werte des 
Polarwinkels 6 in Be- 
tracht zu ziehen. 

Solange d <i—^ 

ist, bildet die Kurve ein 

einfaches ellipsenähn- 

liches Oval, dessen große Achse in der x -Achse und dessen kleine Achse in der 

5« 
j/-Achse liegt. Sobald — j < (2 < & wird, zeigt dieses Oval an den beiden 

in der y-Achse gelegenen Scheiteln je eine Einbuchtung (Fig. 42); infolge- 
dessen gibt es in jedem Quadranten einen Kurvenpunkt mit horizontaler 
Tangente. Für d=^h wird jede der beiden Einbuchtungen zu einer Spitse 
(Fig. 48), so daß die Kurve aus zwei Schleifen besteht, welche im 

* Die beiden Kurven kommen in der darstellenden Geometrie vor. 
Sie bilden den Grundriß der auf einer Bingfläche bei Farallelbeleuchtang 
entstehenden Lichtgrenze, falls die Flächen achse senkrecht zur Grund- 
rißebene steht. Die große Halbachse a der in Frage kommenden Ellipse 
ist dann gleich dem Radius des die Bingfläche erzeugenden Kreises, die 
Strecke d hingegen gleich dem Abstand des Kreismittelpunktes von 
der Flächenachse. Vgl. Bohn-Fapperitz, Darstellende Geometrie, 
n. Band, Nr. 640. 
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X. 




Koordinatenanfang die j^- Achse berühren. Wenn 5<<i<;a ist, setzt 
sich die Ktirve auf die in Fig. 44 angedeutete Weise aus vier Schleifen 
zusammen, von denen Fig. 48. 

zwei symmetrisch zur Y 

rc- Achse, die beiden 
anderen symmetrisch 
zur 2^- Achse liegen. 
Für d^a besteht die -^ 

Kurve wieder aus zwei 
Schleifen, welche je- 
doch im Koordinaten- 
anfang die rc- Achse 

berühren (Fig. 46, V ^ 

S. 156). Sobald 

«<««<|r 

ist, wird die Kurve wieder ein einfaches Oval, welches aber an den 
beiden in der o;- Achse gelegenen Scheiteln je eine Einbuchtung aufweist 
(Fig. 46, S. 166), so daß in jedem Quadranten ein Kurvenpunkt mit ver- 
tikaler Tangente vor- Fig. 44. 
banden ist.* Wenn 

schließlich ^ > -rr 

wird, so fallen die 
Einbuchtungen weg, 
und die Kurve nimmt 
wieder ellipsenähn- 
liche Gestalt an; j edoch 
liegt diesmal die große 
Achse in der ^ -Achse 
und die kleine Achse 
in der rc-Achse des 
Koordinatensystems. 

Erwähnt sei noch, daß sich für die Polarkoordinaten derjenigen 
Kurvenpunkte, zu denen horizontale oder vertikale Tangenten gehören, 
verhältnismäßig einfache Formeln ergeben; far die Punkte mit horizon- 
talen Tangenten findet man 
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für die Punkte mit vertikaler Tangente hingegen 

* Diese vier Punkte sind in der darstellenden Geometrie (vgL 
die vorige Fußnote) von besonderer Wichtigkeit; ihnen entsprechen auf 
der in Frage kommenden Bingfläche diejenigen Punkte der Lichtgrenze, 
in denen die Tangenten der letzteren parallel sind zur Lichtstrahlriohtung. 
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Aus diesen Formeln folgt übrigens, daß Punkte der ersten Art nur 

existieren, wenn ., 

%<d<a 



a' 



ist, und daß Punkte der zweiten Art nur Yorbanden sind, wenn 



b<d< 



a' 



Pig.46. 




ist; soll es auf einer und derselben Kurve sowohl Punkte mit horizon- 
talen als auch Punkte mit vertikalen Tangenten geben, so muß demnach 

sein (vgl. hierzu die 
Figuren 42—46). 

ni. Von jedem 
Punkt P einer gegebe- 
nen Kurve c aus werde 
auf der zugehörigen 
iN'ormalen dieser Kurve 
eine Strecke von der 
gegebenen konstanten 
Länge h aufgetragen 
und der Endpunkt der- 
selben mit Pj bezeich- 
net. Dann ergibt sich 
als geometrischer Ort des Punktes P^ eine neue Kurve Cj , welche man — 
aus einem Grunde, der im folgenden zur Sprache kommen wird — 
eine Parallelkurve der ursprünglichen Kurve c nennt. Da durch die 

Fig. 46. soeben gegebene Vor- 

schrift jeder Kurve c 
eine gewisse andere 
Kurve c^ zugeordnet 
wird, so liegt wiederum 
eine Transformation 
der Ebene vor; dieselbe 
wird als Dilatation 
bezeichnet. Um eine 
analytische Darstel- 
lung dieser Trans- 
formation zu ermög- 
lichen, fahren wir ein 
rechtwinkliges Koor- 
dinatensystem ein und bezeichnen die Koordinaten von P mit x, y^ die- 
jenigen von Pj mit x^^y^\ daß P auf einer gewissen Kurve c, und P^ auf 
einer gewissen anderen Kurve c^ liegt, drückt sich dann analytisch dadurch 
aus, daß y eine gewisse Funktion von a;, und y^ eine gewisse andere 
Funktion von x^ ist; die successiven Differentialquotienten von y nach x 
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und von y^ nach x^ mögen mit y\ y", , ,, resp. y^'^ y^", . , , bezeichnet 
werden. Knnmehr ist leicht zu erkennen, daß 

x^^x-h—:^==, Vx^y + h 



wird*; es hängen also x^ nnd y^ nicht bloß von x nnd y^ sondern auch 
noch Yon y' ab. Die Dilatation ist demnach keine bloße Pnnkttrans- 
formation; die Lage des Punktes P^ ist, wie sich auch geometrisch so- 
fort übersehen läßt, nicht bloß durch die Lage des Punktes P bedingt, 
sondern auch durch die Richtung, in welcher die Eurre c durch den 
Punkt P hindurchgeht. 

Von Literesse ist der Umstand, daß sich aus den obigen zwei 
Gleichungen nach ähnlichen Grundsätzen wie in § 13 und § 13 a eine 
Reihe weiterer Gleichungen ableiten lassen, durch welche yti Vi" »- ' 
als Funktionen von x, y, y\ y'\ . . . ausgedrückt werden. So ergibt 
sich z. B. 

dx (yiqiTi)»' dx ^ (yi+y'.)«' 

und hieraus folgt durch Division die Gleichung 

Diese aber hat einen einfachen geometrischen Sinn; sie sagt aus, 
daß die Tangente, von welcher die Kurve Cj im Punkte Pj berührt wird, 
stets parallel ist zu der Tangente, von welcher die Kurve e im Punkte P 
berührt ^rd. Hieraus ergibt sich sofort ein weiterer wichtiger Um- 
stand; berühren sich im Punkte P irgend zwei Kurven c und X;, so 
berühren sich im Punkte P^ auch die entsprechenden Kurven q und 
\, Die Dilatation ist somit eine Berührungstransformation. 

8. Wenn eine EUipse mit den Halbachsen a und h der soeben 
besprochenen Transformation unterworfen wird, so ergeben sich die 
beiden Zweige einer gewissen Kurve 8. Ordnung, welche gleichfalls 
bei Behandlung der Ringfläche in der darstellenden Geometrie vorkommt** 
und als Toroide bezeichnet worden ist. Jeder der beiden Zweige ist 
symmetrisch in bezug auf beide Achsen der Ellipse; der eine Zweig 
verläuft stets außerhalb der Ellipse und bildet ein einfaches ellipsen- 

v' 1 

* Oder x.mmxXh ^ y.=sy — h . denn es gibt auf 

der oben erwähnten Normalen der Kurve c zwei verschiedene Punkte, 
welche von P den gegebenen Abstand h haben, und es gehören daher zur 
Kurve c bei gegebenem Wert von h zwei verschiedene Parallelkurven, 
welche allerdings in der Regel als Teile einer und derselben durch eine 
Gleichung darstellbaren Kurve anzusehen sind. Die Dilatation ist eben 
— im Gegensatz zu den übrigen hier behandelten Transformationen — 
keine eindeutige sondern eine zweideutige Transformation der Ebene. 

** Vgl. Rohn-Papperitz, Darstellende Geometrie, n.Band, Nr. 63& 
bis 640. 
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artiges Ovalf ^e Grestalt des anderen Zweigs dagegen kann verschieden 
ausfallen und h&ngt wesentlich von der Größe der Strecke h ab. 

ly. Es liegt nahe, allgemein zu fragen, wie die beiden Funktionen 
^ und W beschaffen sein müssen, wenn eine durch zwei Gleichungen 
von der Form 

B) x^ = #(«, y, y'), Vi = ^^C«, y, y') 

charakterisierte Transformation zur Klasse der Berührungstransformationen 
gehören soU. 

Um diese Frage beantworten zu können, bedenke man, daß sich 
aus den Gleichungen B) durch Differentiation 

dx" dx'^ dy^'^dy'^ ' dx~dx'^dy^^dy'^ 
ergibt, woraus weiter die Relation 

dx^dy^^dy'^ 

folgt. Damit die fragliche Transformation eine Berührungstransformation 
sei, damit sie also zwei einander berührenden Kurven c und k stets 
wieder zwei einander berührende Kurven c^ und \ zuordne, ist nun 
notwendig — xmd offenbar auch hinreichend — , daß y^' nur von x, y 
und y', aber nicht von y" abhängt*, xmd diese Bedingung ist, wie aus 
dem Bau der Eelation D) hervorgeht, stets dann, aber auch nur dann 
erfüllt, wenn die beiden Funktionen $ und ^ identisch der Gleichung 

Genüge leisten. 

Die Richtigkeit dieses Ergebnisses kann bei der Fußpunkttrans- 
formation, sowie bei der Dilatation sofort bestätigt werden. 

V. Durch jeden Punkt P einer gegebenen Kurve c werde eine 
Gerade gelegt, welche mit der zugehörigen Tangente von c einen 
gegebenen konstanten Winkel a bildet; auf dieser Geraden werde von 
P aus eine Strecke von der gleichfalls gegebenen konstanten Länge h 
aufgetragen; der Endpunkt derselben möge P^ heißen. Dann ergibt 
sich als geometrischer Ort für P^ eine neue Kurve q; und da offenbar 
jeder Kurve c durch die soeben gegebene Vorschrift eine gewisse 



* Denn sonst würden zwei Kurven c und k^ welche sich in einem 
Punkt P berühren, jedoch daselbst verschiedene Krümmung besitzen, 
zwei Kurven c^ und k^ entsprechen, welche zwar durch einen Punkt P^ 
gingen, jedoch daselbst verschiedene Tangenten besäßen. 
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andere Knrve c^ zugeordnet wird, so liegt abermals eine Transformation 
der Ebene vor.* 

Analytisch kann diese Transformation, wenn wir ein rechtwinkliges 
Koordinatensystem einftlhren und wie unter III. verfahren, dargestellt 
werden durch die Gleichungen 

Aus diesen folgt, wenn der unter lY. gefundene Satz angewendet wird, 
daß die neue Transformation im allgemeinen — d.h. bei beliebigem 
Werte von a — keine Berührungstransformation ist, daß sie vielmehr 
nur dann eine solche wird, wenn a = 90^ ist (vgl. die vorige Fußnote). 

Dagegen besitzt unsere Trans- ^ ^^ 

formation, wie mit Hilfe der letzten 
Gleichungen bewiesen werden kann, 
eine andere interessante Eigenschaft, 
welche es gegebenenfalls ermög- 
licht, die Tangenten der Kurve q 
zu konstruieren; es geht nämlich 
jede Normale der Kurve c^ durch 
den entsprechenden Krümmungs- 
mittelpunkt der Kurve c. (Vgl. 
Fig. 47, wo K den zxmi Punkte P 
gehörenden Krümmungsmittelpunkt 
der Kurve c bedeutet.) 

VI. Es sei P ein beliebiger q, 
Punkt der gegebenen Kurve c; es sei 

femer n die zugehörige Normale und K der entsprechende Krümmungs- 
mittelpunkt von €. Wird alsdann durch das feste Zentrom eine 
Gerade parallel zu n gezogen xmd auf ihr der Punkt P^ so bestimmt, 
daß die Strecke OP^ nach Länge xmd Bichtungssinn mit dem 
Krümmungshalbmesser KP übereinstimmt, so liegt der Punkt P^ auf 
einer neuen Kurve c^, welche als Badialkurve oder Badiale von c 
bezeichnet wird. 

Um die Entstehung der Kurve c^ aus der Kurve c analytisch 
charakterisieren zu können, benutzen wir ein rechtwinkliges Koordinaten- 
system mit dem Anfangspunkt 0; dann ergeben sich, wenn analoge 
Bezeichnungen angewendet werden wie früher, die Gleichungen 




x^ 



+ 



1+y 



fi 



y 



n 



y'. yi = - 



i+y 



ti 



y 



n 



welche offenbar die Form G) besitzen. 



* Wie man sofort übersieht, wird in dem besonderen Falle a=s90® 
die Kurve c^ zu einer Parallelkurve von c, die vorliegende Trans- 



formation also zu einer Dilatation. 
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«.•+(yi-")*-(8»)*; 

seine Lage und Größe kann hiemach sofort beurteilt werden. 

16. Die Radiale einer logarithmischen Spirale ist wieder eine 
logari&mische Spirale. Lautet die Gleichung der ursprflnglichen Spirale 

so kann die Gleichung der neuen Spirale 

geschrieben werden. Es l&fit sich leicht zeigen, daß die zweite Kurve 
der ersten kongruent ist und mit ihr durch eine Drehung um den Fol 
zur Deckung gebracht werden kann. 

17. Als Radiale derEreiseTolyente ergibt sich eine archimedische 
Spirale. Ist die betreffende EreiseTolvente dargestellt durch die Relationen 

X'='a(ea8a-\-iD9inai)^ y — a{sina — aeo8m)^ 

so kann die Gleichung der fraglichen Spirale 

geschrieben werden. 



Kapitel VL 



Die Diskussion doppelt gekrftmmter Karren. 

§20. 

Allgemeine Begeln und Formeln. 

Wenn die gegebene Kurva auf ein rechtwinkliges Koordinaten- 
system der Xj y^ z bezogen ist, so gilt fOr das Bogenelement ds 

die Formel , 

ds = ydx^ + dy^ + di?*; 

falls die Kurve durch ihre Projektionen auf die Horizontalebene xy 
und die eine Vertikalebene xZj mithin durch zwei Gleichungen 
von den Formen y ^^ ^{x) und z =^ ip(x) bestimmt ist, hat man 
statt der obigen Formel zu schreiben 



ds'^yi + y'^+z'^^dx. 

Die Winkel tx, Xy, r^, welche die Tangente im Punkte xyz 
mit den Koordinatenachsen bildet, bestimmen sich durch die Formeln 



COSXx^" 


dx 
ds 


1 


yi+y"+«" 


COS Xy = 


dy 
da 


y' . 


Vi+y"+»" 


C05T, = 


dz 


e' 



Die Gleichungen der Tangente sind 

in?« n—y ^ i-z 

dx dy dz 

ds ds ds 

oder 

n-y^y\^-^\ i-z-^z\l-x). 

11* 
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YL Die DiaklUBion doppelt gekrflnunter EmrexL 



Die Oleicliimg der Normalebene ist 

(t-«)^+(.-s')g+a-^)^=o . 

oder 

f- a? + (i? - y)y'+ (t - if)^'- 0. 

Um den Krönmmngshalbmesser q nnd die Koordinaten des 
Erflmmnngsmittelpunktes zn finden, berechnet man zuerst die 

X^ dy d?e — d?y dz , 

Y ^ dz d^x — d^z dXy 

Z =^ dx d^y — cPä dy ; 

die Gleichung der Erönmiungsebene (Schmiegnngsebene; eska- 
lierenden Ebene) ist dann 

(|-a;)Z + (,-y)r+(?-*)Z = 0; 

femer gelten für die Koordinaten §t ^, {^ des Krfimmongsmittel- 
pnnktes die Formeln 

Zdx-Xdz , , 

._ Xdy-^Tdx . 

6 ^ — X^+Y^+Z*^^' 



und der Krümmungsradius ist 



ds' 



^ yx^+Y^+z* 

statt dieser Formel kann auch geschrieben werden 

ds* 



?== 



1 




da;\n« r 



f) 



^-x 






ij — y =- e* 








Nimmt man x als unabhängige Veränderliche, so hat man 
als Gleichung der Krümmungsebene die Belation 
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(l-«)(yV'-y"i»')-('j-y)«"+a-*)»"-o, 

der Erümmungshalbmesser 'wird 



oder 



und für die Koordinaten des ErümmxingsniittelpTmktes ergibt sich 

In den Fällen, wo sieb Xy y^ z durch die unabhängige Yerander* 
liehe $ ausdrücken lassen, ist 

1 



^-^-^ss*' n-9-9*är'' ^-"'fd?' 

Um den Halbmesser g^ der zweiten Ejrümmung, den so- 
genannten Torsionsradius zu bestimmen, berechnet man zuerst die 

Größe 

S « dx{d?y^» — d^zd^y) + dy(cPzd^x — flf*a?(?jef) 

+ dz(cPxd^y — d*y (?*«); 
es ist dann 

^i=" 8 ^^8' 

Wird ^ als unabhängige Veitoderliche angesehen, so ist einfacher 

_ (l + y'* + z'Y 

Falls bei jedem x die Gleichung 8=^0 stattfindet, liegt die Kurve 
in einer Ebene, welche dann mit der Krümmungsebene identisch ist. 
Zwei durch die Punkte xyz und x + dx^ y + dy^ z + dz 
gelegte Normalebenen schneiden sich in einer Geraden (Krüm- 
mungsachse), welche durch die Gleichungen beider Ebenen, nämlich 
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(I - x)d^x+ (n - y)(Py + (t - e)dU^ ds", 

bestiinint ist. Alle diese Oeraden bilden stetig aufeinander folgend 
eine (abwickelbare) Begelfläcbe, die sogenannte Evolutenfliche; 
ihre Gleichung ergibt sich dadurch, daß man x aus den Yor- 
stehenden Gleichungen eliminiert. 

§21. 

Beispiele. 

1. Durchschnitt zweier parabolischer Cylinder. Die 
Gleichungen der beiden Gjlinder mögen lauten 

x* x* 

dann ergibt sich 

Die Gleichungen der Tangente sind 

X ^ «^ ^ X* y X* 



Die Punkte, in denen die Tangente die Eoordinatenebenen schneidet, 
d. h. die Spuren der Tangente, bestimmen sich hiemach durch 
folgende Formeln 

fe =• T«, % = 0, & = — n 51' 

läßt man den Punkt xyz auf der Kurve im Baume fortrücken, 
so beschreibt die erste Tangentenspur eine Parabel zweiten Grades, 
die zweite eine Parabel dritten Grrades, die dritte eine semi- 
kubische Parabel. 

Aus den beiden Gleichungen der Tangente erhftlt man durch 
Elimination von x die Gleichung deijenigen abwickelbaren Fläche, 
welche yon den aufeinander folgenden Tangenten gebildet wird, 



§21. Beispiele. . 167 

Die Gleichung der Nonnalebene lautet 

n 9 y t n 18«. a;(12a* + 6 a" «■+«*) 

hieraus können u. a. die Gleichungen der Spuren dieser Ebene 
hergeleitet werden. 
Femer ist 

und für die Koordinaten des Erämmungsmittelpunktes hat man 
die Formeln 

fc ^— _ 4a* + 2a»a;*~a;^ . g(8a' + 2ag') 

BUdet man hieraus durch Elimination von x zwei Gleichungen 
zwischen |, i}, ^, so bestimmen diese Gleichungen den geo- 
metrischen Ort der Erümmungsmittelpunkte. 

Für den Halbmesser der zweiten Krümmung ergibt sich 

2. Durchschnitt eines parabolischen und eines 
gleichseitig-hyperbolischen Cjlinders. Die Gleichungen 
der beiden Gylinder seien 

y^2yh{xT'a), i? = ^; 
die Gleichungen der Tangente sind dann 



Legt man durch einen zweiten Punkt x^ y^ e^ gleichfalls eine 
Tangente, so ist ebenso 



und es kann nun die Frage gestellt werden, ob sich beide Tan- 
genten schneiden oder nicht. Für den Durchschnitt der Horizontal- 
projektionen beider Tangenten ergibt sich 



5/ = y{x — a) (a?i — a) + a, 
für den Durchschnitt der zugehörigen Vertikalprojektionen ist 
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und wenn sich beide Tangenten schneiden sollen, so mufi |/» |// 
sein; daraus folgt 

Beil&ufig sei erwähnt, daß hiemach das harmonische Mittel 
zwischen x und x^j das geometrische Mittel zwischep y und y^^ 
sowie das arithmetische Mittel zwischen xmd e^ konstante Größen 
sind. Die Tangenten am Punkte xyz und an dem nunmehr 
bestinmiten Punkte o^^i^i schneiden sich im Punkte 



alle diese Durchschnitte liegen auf einer Ebene, welche im Ab- 
stände 2 a parallel zur Ebene ye ist, und bilden zusammen eine 
durch die Gleichung ,^ _ ^5^« 

bestimmte Kurve dritten Grades. 

3. Durchschnitt eines kubisch-parabolischen und 
eines gleichseitig-hyperbolischen Cylinders. Die gegebenen 
Gleichungen seien (x-^aY c« 

fOr die Tangente hat man dann 

i?-=S^(5 3— )' ?=^(-| + 2a;). 

Die Tangente am Punkte 

s (a — 2a;)» 2 c* 

a?, = ya-a?, y,»-^^^^^, ^^ =. ___ 



schneidet die erste Tangente, und zwar sind die Koordinaten des 
Durchschnitts 

^ 2a;(3o--2a;) (a; — a)*(2a;— a)» . 4c^ 

die stetig aufeinander folgenden Durchschnitte bilden hiemach eine 
Parabel, deren Ebene parallel zur a;^/- Ebene liegt und deren 

Gleichung ist „(3| _ 2a)>+ 125^-. 0. 
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4. Durchschnitt eines hyperbolischen und eines 
parabolischen Cylinders. Sind die gegebenen Gleichungen 

y = -ya^+x\ g='2ycxy . 

so hat man als Gleichungen der Tangente die Relationen 

Soll diese Tangente eine durch den Punkt o^y^^i gehende Tangente 
schneiden, so muß die Bedingung 

erfüllt sein, aus welcher weiter die Relationen . 

xpi =« ay, isgi ^ 4:ac 

folgen. Die Koordinaten des Durchschnitts beider Tangenten sind 

alle Durchschnitte bilden zusammen eine ebene, in der Entfernung a 
parallel zu yz liegende Kurve vierten Grades, deren Gleichung ist 

— , 2ac _ ^ 

5. Durchschnitt eines Kreiscylinders und einer 
Kugel. Die Gleichungen beider Flächen mögen sein 

y^^ x{a — x)^ Ä* + y* + iET* = a\ 

so daß der Durchmesser des Cylinders dem Halbmesser der Kugel 
gleichkommt; es sind daher 



y = yx[a — ic), z = ya (a — x) 
die Gleichungen des Durchschnitts beider Flächen. Hieraus folgen 



die Werte 

c.l/xia — x) a — 2« t/ x 

Y a^fl-^-x) ^ '^a{a-\-x) " « + «^ 

die Gleichungen der Tangente sind 

(a-2a:)£ + aa? ._ V^[g-(2a-a?)] , 

1? «=» 7==— 1 ^ . , 

' %yx{p,-x) 2}/a-a: 

femer ist die Gleichung der Normalebene 

2y • I + (a — 2«) • 12 — V^ • ? =- 0. 
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li=; 



~~i — } X 



Die G'j 



r« — 2x;-J — 2yx(a — X:-^ = ^l'« «— x)-J. 



«(4|«+4^-r. = 3:*x; 



fh-Tü ii iiW t mam i1 igi gilt | aas den bodea 

«*-^ = — x>ax-t oder a*f*=-j[*J*; 
c&dHdi gibi die KKininatian rem s aas den letztoi GWAaagen 



Hjerdordi li net aiiii ii t sidi die SrohitBnfllcfae, vddfte im imU ei g eaden 
Falle eine Kegdfliite ist 

6. Dnrehseksitt eines bjperbolisclien mnd eines 
Kettenejlinders. Die Gkiehmigea der beiden Fllcben mögen 



nnd die nmneriacfae EnentniitSt der Hjpeibel werde rar Ab- 
kftiziiDg mit c beieidmet Dann gelten ranicbst die Fotmefai 



Vx*-a« h 

tx ' a« — 



Ton denen namentlich die zweite bemeikenswert ist. Ferner lauten 
ie Gleicbnngen dar Tangente 



* ZwedkaSMg M es öbrigens, xys mittelst der S Belatianen 

x««-|^a(^+«'"*), y = -|-6(^— e~*), s^am Ton einer HUfiBgrOfie • 
abhSngig za machen. Die rechten Seiten der beiden ersten Gleichmigen 
entiialten sogenannte hyperbolische Fonktionen von • (t^ § 44). 
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während die Normalebene durch die Gleichung 

a/a?*— a«(6-a?) + 6a?(iy — y) + «*(? — ^) »=■ 

bestimmt ist und die a^^er-Ebene immer unter demselben Winkel 
schneidet. 

Für die beiden Krümmungsradien erhält man 



Q^ 



«■«■ 



«'ä' 



' ^i = -T"' 



woraus folgt, daß q^i q =^ a:h ist. 

7. Durchschnitt ern^s parabolischen und eines cy- 
kloidischen Cylinders. In der Horizontalebene xy (Fig. 48) 
sei eine Parabel als Direktrix eines yertikal stehenden Zylinders 
durch die Gleichung 

y = 2yäx 

bestimmt, in der Yertikalebene xis sei eine Cykloide ONC als 
Direktrix eines horizontalen Cylinders genommen, dabei ÄC die 
halbe Basis, der Scheitel der Cykloide, OÄ der Durchmesser 
des rollenden Kreises =» 5, so daß die Gleichungen 

Ä = -|-&(1 + C05cd), 

oder für od = jr — ifß 

a; = y6(l — C05i|;), 

;gf = -|-6(t/; + smip) 

stattfinden, welche man zu der 
einen Gleichung 

5 = -|-& J.rccos — T — 



+ ybx — x^ 




zusammenziehen kann. Aus den beiden Gleichungen ergeben sich 
folgende Werte: 



COSXx 



=yS' «'«'»=T^|i' '»«''='i4t1' 



von denen namentlich der zweite bemerkenswert ist. 
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VI. Die Diskossion doppelt gekrümmter EiUTen. 



Als Gleichungen der Tangente erhält man die beiden Belationen 

die Normalebene wird dargestellt durch die Gleichung 

(S — »)-y^+(i? — y)«ya'+(f--i^) •■/&-- aJ — 

und schneidet die a;;er -Ebene immer unter demselben WinkeL 

Für die beiden Krümmungshalbmesser findet man die Formeln 



aus diesen folgt, daß f^^ iq^ ^ aih ist.* 

8. Die Schraubenlinie (Fig. 49). Bezeichnet OA «» a den 
Radius des Oylinders, auf welchem die Schraubenlinie liegt, |3 den 

Steigungswinkel M^AF^ und 
ist femer OL = x^ LM^^y^ 
^4 MF^z, LAOM^m, so 
gelten bekanntlich folgende 
Gleichungen 

z^ amtgß*^ 

dabei läßt sich atgß durch ^ 

ersetzen, wenn h die Höhe eines Schraubenganges bedeutet; zur 

Abkürzung sei noch 

h 
ai^/5 = — = 5, mithin e=^hto. 

Man findet zunächst 

ds = /a*+ l^' eico, 

* Zu besonders bequemen Formeln gelangt man, wenn aUe drei 
Koordinaten xyz des laufenden Kurvenpunktes P Yon ip abhängig ge- 
macht werden, was mittelst der Gleichungen 

Ä- — (1 — C05ip), y«=2yä6fitn-|, ä «= - (ip + «»« i(>) 
geschehen kann. 




j 
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was auch aus der Entstehuiig der Schraubenlinie unmittelbar 
hervorgeht, femer 

y X h 

COStx = 7==i cos Xy = ■ ^ cos Tg = 



Die Vertikalprojektionen der Tangente werden dargestellt durch 
die Gleichungen 

welche zu einer einfachen Tangentenkonstruktion fOhren« Läßt 
man den Punkt xyg auf der Schraubenlinie fortrücken, so be* 
schreibt die Horizontalspur der Tangente eine Ereisevolyente, deren 
Grundkreis den Radius a besitzt. 

Die Normalebene bestimmt sich durch die Gleichung 

sie bildet mit der Horizontalebene immer denselben Neigungswinkel. 
Der Halbmesser der ersten Krümmung ist konstant, nämlich 

a^ + h* 

die Koordinaten des Krümmungsmittelpunktes sind 

§ = cosoij 1; = ^^09, f=»oa), 

und hier erkennt man augenblicklich, daß alle Krümmungsmittel- 
punkte wiederum auf einer Schraubenlinie liegen, welche die 
nämliche Achse wie die ursprüngliche Schraubenlinie besitzt, deren 
Badius aber =^ atg^ß tmd deren Steigungswinkel =»90 — ß ist. 

Der Badius der zweiten Krümmung ist gleichfalls konstant, 
nämlich a*+b* 

Für die Schnittlinie der Normalebenen durch zwei aufeinander 
folgende, den Winkeln a> und m + doD entsprechende Punkte gelten 
die Gleichungen 

|a smm — i^a coso) = 6(f — ftco), 

quadriert und addiert man und setzt zur Abkürzung 



^^atg^ß---c, -==f^j3«jc. 



so erhält man 
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0, 

und durch Substitation in die zweite Gleichung 



dies ist die Gleichnng der Evolutenfläche. 

9. Die konische Schraubenlinie ist der Durchschnitt 
eines Botationskegels und einer um dieselbe Achse beschriebenen 
SchraubenflSche; nimmt man die gemeinschaftliche Achse beider 
Flftchen zur jet- Achse, so hat man fOr Xj y, z die beiden Gleichungen 

oder; wenn — == a>, ctgy = 6 gesetzt wird, 

c 

woraus u. a. folgt, daß die Horizontalprojektion der konischen 
Schraubenlinie eine archimedische Spirale ist. 

Zur Abkürzung sei 5*+ c* = :a*; man erhält dann 

hCcosa — oisiino) c(ex — yz) 



6(«m (D -f OD C08 (d) e{ey -{■ xs) 

eosxg = 



COSty = 



c c" 



femer als Gleichungen der Tangente 

cjsf| -= (ex — yz)i + yg\ czti = (cy + xz)^ — xz\ 

woraus z. B. folgt, daß die Horizontalspur der Tangente eine 
Spirale beschreibt, deren Vektoren proportional den Quadraten der 
Polarwinkel wachsen. 

Die Gleichung der Normalebene ist 

c{cx '-yz)i + c{cy + xg)ri + c*f = aV. 
Für die beiden Krümmungshalbmesser findet man 

^1 c\Qc^ + z*) 
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Die Diskussion der Fl&chen. 

§ 22. 

Allgemeine Begeln nnd Formeln. 

Die Gleichung einer Fläche sei in rechtwinkligen Koordinaten 
ausgedrückt und zur Abkürzung 

dz dz 

d^z d^z d^z 

dx* dxdy dy^ 

gesetzt; diese Differentialquotienten werden entweder direkt oder 
nach § 12 berechnet , je nachdem die Gleichung der Fläche in der 
entwickelten Form ^ = /(a?,y) oder unentwickelt in der Form 
F(x^ y^ je?) = gegeben ist; die Berührungsebene im Punkte xyis 
hat dann zur Gleichung 

i>(g - a?) + 2(1? - y) - (f - ^) =- 0. 

Die Stellxmgswinkel dieser Ebene, d. h. die Richtungswinkel der 
Normale im Punkte xyz bestimmen sich durch die Formeln 

P 



C05 Vaj = — 



COS Vy = — 



COSVg = + 



g 
1 



VpHV+i' 

die Gleichungen der Normalen sind 

I - aj p{t^z), ri^y $(f - ^). 

Soll eine Ebene, deren Gleichung 

«S + /5i? + yj:= 1 

sein möge, die Normale in sich enthalten, so müssen die Be- 
dingungen 
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y^ap + ßq^ ax + ßy + yz^l 
erf&llt sein, wodurch die obige Gleichung ' übergeht in 

a(5 -a?) + ß{n-y) + («p + ßaXi-^) - 0; 

das YerhSltnis ^ bleibt hierbei willkürlich. Denkt man sich (Fig. 50) 

außer dem Punkt xye 
oder Pj durch welchen 
die Normale PQ geht, 
einen zweiten ilächen- 
punkt P^ mit den Ko- 
ordinaten x+dx^ y+^9 
f! + d0 und legt durch 
PQ und P^ eine Ebene, 
so hat man femer 

adx + ßdy + ydz = 0, 

oder wegen y^ap + ßq 
und dz =» pdx + qdy 

Mä^ dy ^ « + («l> + <gg)P 

dx ß + (ccp + ß^q* 

Da X und y Toneinander unabh&ngig sind, so bedeutet ^ zunächst 

keinen eigentlichen DifTerentialquotienten, sondern nur das Verhältnis 
zweier beliebig abnehmender Inkremente, d. h. eine willkürliche 
Größe £, geometrisch die trigonometrische Tangente des Winkels 
zwischen der Geraden M^MT und der Abscissenachse. Mittelst 

der vorigen Gleichxmg kann man b aus — oder umgekehrt dieses 
Verhältnis aus e herleiten, nämlich 







t+P^+^pq 



l 
a 



■» — 



(l + 3*)+P« 






(l+q*)B+pq 



Der Normalschnitt BPS hat in P den Krümmungshalbmesser 

Wählt man die Größe s so, daß sie der quadratischen Gleichung 
genügt 

[(1 + e}8 -pqt]B^+ [(1 + (2>)r - (1 + p')t]B^{X+p^)s^pqr, 

so erreicht ^ seinen größten oder kleinsten Wert Statt diese 
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Oleichimg aufzulösen und die den Wurzeln e » e^ und £ » % ent- 
sprechenden Werte Q '^ Qi und ^ "" ^ nach der vorigen Formel 
zu berechnen, kann man die Hauptkrümmungshalbmesser ^ und ^^ 
direkt bestimmen; wird nämlich zur Abkürzung 

n = yi + p* + ^ 

gesetzt, so sind ^| und ^ die Wurzeln der Gleichung 

(r^- s«)^«^ [(1 + q*)r - 2pqs + (l + l>*)^]w^ + «^« 0, 

mithin ist auch 

(l + q*)r--2pq8 + (l+P^t ^ 
Qi+Qü ^^FTJ* », 

Die Ebenen der beiden Hauptnormalschnitte stehen aufeinander 
senkrecht. 

Für irgend einen Normalschnitt, der mit dem ersten Haupt- 
normalschnitte den Winkel d bildet, bestimmt sich der Krümmungs- 
halbmesser mittelst der Gleichung 

1 cos*e sin^e 
oder i""^^ "^^ 

^ Q^ sin* ö -f gj cos^ d gl + gj — (gl — gj) C08 2 & 

In dem speziellen Falle, wo q^ und q^ gloi<3b und von gleichem 
Vorzeichen sind, erhalten alle q denselben Wert, hängen also 
nicht mehr von s ab. Da die allgemeine Formel für q geschrieben 
werden kann ^ < i « 

r r 

so tritt der obige Fall nur dann ein, wenn gleichzeitig 

pq 8 l + ä[* * 



ist, Oder '+^" ' '+^* ' 

pqr = (1 + i)«)5, (1 + g«)r » (1 + i?«) ^ 

wofür symmetrisch geschrieben werden kann 

r 8 t 

Sohlömiloli, ÜbnngBbnch. I. 6. Aufl. von Kaetsoh. X2 
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In Verbindung mit der Gleichung der Fläche bestimmen diese Re- 
lationen die sogenannten Ereispunkte (Nabelpunkte, Funkte sphä: 
rischer Krümmung) der Flftche. 

Die Hauptkrflmmungshalbmesser ^^ und ^ werden gleich und 
von entgegengesetztem Zeichen, sobald 

(1 + f)r-^pqs + (1 +!>«)< = 

ist. In Verbindung mit der Gleichung der Flfiche bestimmt diese 
Belation diejenigen Flächenpunkte, welchen die genannte Eigen- 
schaft von ^^ und q^ zukommt. 

Es kami sich ereignen, daß die vorige Belation fOr jedes der 
Flächengleichxmg Genüge leistende Wertsystem (re, y^ z) stattfindet; dann 
sind in jedem Punkte der betreffenden Fläche die beiden Haupt- 
krümmungshalbmeBser gleichgroß und entgegengesetzt gerichtet. Dieser 
Fall tritt bei den sogenannten Minimalflächen ein, zu denen z. B. die 
beiden in § 28 unter 9 und 10 betrachteten Flächen gehören. 

Im Falle rf — «*= ist, wird — «= 0, d. h. der eine Haupt- 
normalschnitt geht in dem betreffenden Punkte mit seiner Tangente 
eine Berührung höherer Ordnung ein. 

Auch hier ist zu bemerken, daß die Belation 

unter umständen für jedes der Flächengleichung Genüge leistende 
Wertsystem (a;, y^ z) stattfinden kann; und zwar tritt dieser Fall bei 
sämtlichen Cjlinderflächen und Kegelflächen, überhaupt bei allen 
sogenannten abwickelbaren Flächen ein. Derartige Flächen werden 
Ton einer Ebene nicht in einem Punkte, sondern längs einer Geraden 
berührt. 

§ 23. 
Beispiele. 

1. Das elliptische Paraboloid. Die Gleichung der Fläche sei 

2a^ 25 
und darin a 1> &. Als Gleichung der Berührxingsebene findet man 

* fco- y « ^ f—'i 

wonach die Spuren dieser Ebene leicht zu konstruieren sind. Die 
Gleichungen der Normale sind 
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setzt man 



-T/'+5 + #' 



SO bestimmen sich die Eichtungswinkel der Normale durch die 

Formeln 

X y 1 

COSVx ''^ ' cos V« = — yr-y COS Vm = H 

an ^ bn ' ' n 

Die beiden Hauptkrümmimgshalbmesser q^ und ^ sind die 
Wurzeln der quadratischen Gleichung 

^« - (a + 6 + ^' + f) n^ + ahn^ « 0; 

setzt man zur Abkürzung \{a + h) ^=» Cj so erhftlt man 

^1= n{c + IS + y(c + je?)*— a&«*}> 

^2 = n { c + je? — y(c + ;?)'— a&»* } • 

Beide Krümmungshalbmesser sind positiv, mithin sind es auch die 
Krümmungshalbmesser aller Normalschnitte. 

Zur Bestimmung der Kreispunkte dienen die Gleichungen 

. ajy « 0, ay* — hx^ = a6 (a — h); 

die erste Gleichung gibt entweder x ^^ oder ^ =» 0, wobei der 
letzte Wert wegen a'^h unbrauchbar ist; die Koordinaten der 
Kreispunkte sind folglich 

x^O, y = — yh{a — h)^ = ^(a — 6). 

2. Das hyperbolische Paraboloid« Die Gleichung der 
Fl&che sei 



g' y* 
2a 26 



^ = — - -.., 



als Gleichung der Berührungsebene findet sich dann 

Um zu entscheiden, ob diese Ebene außer dem Punkte xy0 
noch andere Punkte mit dem hyperbolischen Paraboloide gemein 
hat, Tcrbinde man die Gleichung der Berührungsebene mit der 
Gleichung 

12* 
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^ 2a 26' 
die Elimination Ton i gibt 

«(ij-y)'-6(S-*)*=-o, 

und da diese Gleichung zwei Gerade darstellt, so schneidet die 
Berfihningsebene das Paraboloid in zwei Geraden, deren Horizontal- 
projektionen parallel zur Horizontalspur der Fl&che sind. 

Als Gleichungen der Normale erhalt man die Belationen 

wird femer zur Abkürzung 



»-]/ 



X* V* 



gesetzt, so sind die Cosinus der Richtungswinkel der Normale 

X y 1 

cos Vx^^ » €08 V« = + ir~"> C08 Vg "■ 

* an ^ * hn n 

Mit Benutzung des abkürzenden Zeichens c »« -|- (a — h) erhält 
man flEbr die Hauptkrümmungshalbmesser 



Q^=^n{c + z — y(c + zy + ahn^)- 

Dabei ist ^ positiv, q^ negativ; die Erünmiungshalbmesser aller 
um einen Punkt herum liegenden Normalschnitte erstrecken sich 
demgemäß teils nach der einen, teils nach der anderen entgegen- 
gesetzten Richtung. 

Das hyperbolische Paraboloid besitzt keine Ereispunkte, wohl 
aber solche Punkte, in denen die Hauptkrümmungshalbmesser gleich 
und entgegengesetzt sind. Die Bedingung ^i + ^ "^ gibt näm- 
lich z ^=' — c; die erwähnten Punkte liegen demnach auf einer 
horizontalen Ebene, welche die Fläche in einer Hyperbel schneidet. 

3. Das dreiachsige Ellipsoid. Statt der gewöhnlichen 
Gleichung . , , 

schreiben wir kürzer 

Äx^+By^+Cz^^V, 

die Werte der fCbif erforderlichen Differentialquotienten sind dann 
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Äx By 

»*« — 77—» 3^= — 77—» 

ÄjÄx^ + Ce") ABxy B (By^ + Cm*) 

Die GleicliuzLg der Berührangsebene wird 

Ax^ + Byn + Czt = 1, 
worans folgt, daß diese Ebene auf den Koordinatenachsen die Strecken 

1 a' 1 6* 1 c» 






Ax X By y Cz z 

abschneidet, deren Eonstraktion sehr einfach ist. 

Die Normale bestimmt sich durch folgende Gleichungen 

l-g ^ i^-y ^ t—z 
Ax "^ By ^ Cz "^ 

ihre Richtungswinkel findet man, wenn zur Abkürzung 

gesetzt wird, mittelst der Formeln 

Ax By Cz 

COSVx=^-^^ C08Vy^-^9 COSVg^-^' 

Femer ergibt sich aus den obigen Werten von p, ^, r, 5, t 

(l + (Z«)r-2p(ZS + (l +!?*)< 

A\B-\-C)x^ + B^{(0-}rA)y^-{-C\A^B)z^ 
^ C^z'' 

AB + CN^-{A--C){B'-C)Cz* 

, j AB 

rt — s^ ' • 



ffir die Hauptkrümmungshalbmesser ist also 

. A\B + Ox' + BHC+A)y' + C'{A + B)z\ ^ 
91+Q2 ABC -^ ' 

^^^^ABÜ' 

Das positive Vorzeichen von q^f^ beweist, daß beide Faktoren 
gleiche Vorzeichen haben; demzufolge liegen die Krümmungshalb- 
messer aller durch den Punkt xyz gehenden Normalschnitte nach 
derselben Seite hin. 
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Unter der Yoran MeUuu g o >- 6 > e, also A<ZB <C besiizt 
die Flldbe Tier Kreispiiiikie, deren Koardinnten ans den Fosmeln 



durch Kombinetionen der Voneichen eriialben werden. 

4. Das einfaehe Hyperboloid. Wie im Torigen 
mi5gen ^, J9, C die reziproken Werke der HaiharhaenqpDttdrate 
beseidmen; die Gkiefanng der Fläche ist dann 

Ax^ + B^ — Cg^ ^ 1, 

nnd die Gleichnng der BerSbrangsebene im Punkte xy£ 

Ax{l - x) + P,(, - ,) - <7z(t - 5) - 0, 

oder 

Axl + B^n - Czt = 1. 

Um zu entBcheiden, ob diese Ebene außer don Beiflhnmgspunkie 
noch andere Punkte mit der Fliehe gemein hat, verbinde man 
die Torstehende Gleichung mit der Gleichung 

Al^ + Bf^-Ct^^l, 

was am einfachsten zu machen ist, wenn man | — x=»|j, i| — Sf=^%f 
i — ^ == ti Mtrt, wodurdi die erwähnten zwei Gleidiungen fiber- 
Swien m. 

Dnrdt Elimiiutioii Ton ^ ergibt sich 

A(Ci^ - ^**)Si»+ B(Cz*- By^n* - ^ABxyi^ih = 0, 



^ ~ B{Gt*-By') ' 
oder TennSge der Wate von 1^, %, A, B, C, t 



y _ «y ± y»'»' + «*y* - «'>* (I j). 



X*— a 



Hieraus folgt, daB die Fl&che Ton ihrer Beröhrungsebene in zwei 
Geraden geschnitten wird, deren Horizontalprojektionen die Hori- 
sontalspur der Fladie (die sogenannte Kehlellipse) berilhrGn. 
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Die Normale bestimmt sich durcli die 61eicliiingen 

Ax ^ By . Ce ^ 
für die Eichtungswinkel Vxi Vy, v, gelten die Formeln 

Äx By Cz 

wo N die nämliche Bedeutung hat, wie in Aufgabe 3. 

Ebenso findet man die Werte von ^^-f- ^ ^luid q^q^ cLadurch, 
daß man in den Formeln des dritten Beispiels — C an die Stelle 
Ton C treten läßt. Dabei wird q^q^ i^^g&tiT, mithin liegen die 
Hauptkrümmungshalbmesser nach entgegengesetzten Richtungen. 

Auf dem einfachen Hyperboloide existieren keine Ereispunkte, 
wohl aber können solche Punkte vorkommen, in denen q^ und ^ 
entgegengesetzt gleich sind. Die hierzu nötige Bedingung ist 

Ä\B - C!)x^ + B\A - Ö)y^ + C\A + B)z^ « 

oder wenn die Werte von e^ A^ B^ 0, eingeführt und die Ab- 
kürzungen ^ 

benutzt werden, 



Jene Punkte sind hiemach die Durchschnitte des Hyperboloids mit 
einer konzentrischen Kugelfläche, deren Badius = ")/a* + fe* — c* 
ist; sie werden imaginär, wenn gleichzeitig o^ < a und &i < ft, 
d. h. a <^c .und zugleich & < c ist. 

5. Das geteilte Hyperboloid. Bezeichnen J., B^ die 

reziproken Werte der Halbachsenquadrate, so ist die Gleichung 

der Fläche 

- Ax^ - By^ + Ce^ - 1, 

man erhält demnach alle nötigen Formeln, wenn man in den Formeln 
des dritten Beispiels — J. für J. und gleichzeitig — 5 für ^ setzt 

Die Hauptkrümmungsradien q^ und ^ haben gleiche Vor- 
zeichen, mithin liegen die Krümmungshalbmesser aller Normal- 
schnitte nach einerlei Richtung. 

Die Fläche besitzt vier Kreispunkte, deren Koordinaten (für 
a > &) durch folgende Formeln bestimmt werden 
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wobei alle Kombinationeii der Yorzeiclieii zu bilden sind. 

6. Die Flächen zweiten Orades. Aus der üntersnchung 
der zentrischen Flächen zweiten Grades geht herror, daß die Nor- 
male eines Flächenpnnktes nur dann mit dem Badinsyektor des- 
selben Punktes zusammenfällt, wenn dieser Punkt, zugleich auf 
einer der Hauptachsen liegt, d. h. wenn er ein Scheitel der Fläche 
ist. Diese Bemerkung kann dazu dienen, um die Scheitel und 
Haupihalbachsen einer zentrischen Fläche zu bestinmien, deren 
Gleichung in der allgemeineren Form 

Ax^ + By^ + Cz^ + 2Dyz + 2E0X + 2Fxy « K 

gegeben ist. Setzt man nämlich zur Abkürzung 

ÄX + Fy + Ee =^ w, 

By + De + Fx = Vj 

Cz + Ex + Dy — w. 



so erhält man 



dz u dz V ^ 

dx w dy «7' 



hieraus bestinmien sjch die Winkel v^^ Vy^ Vg und wenn diese 
identisch mit den Winkeln (r, a;), (r, y), (r, z) sein sollen 
(r =» Yx* + y^+ z^)y so müssen die Bedingungen 

V y iß z 

U X u x 

erfüllt sein. Dafür kann man schreiben 

u V w ^ 

X y z ^' 

wobei Q den gemeinschaftlichen Wert der drei Quotienten be- 
zeichnet; es ist also 

Äx + Fy + Ez = Qx, 

By + I)z + Fx=^Qy, 

Oz -^ Ex + Dy=Qz 
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Multipliziert man diese Gleichungen der Beihe nach mit x^ y^ e 
und addiert, so ergibt sich 

a) ir =§(«!«+ y«+«»), r^y^' 

Es werde femer zur Abkürzung 

gesetzt, wo JS, üf, ^ bekannt sind, dagegen 8 unbekannt ist; 
die vorigen drei Bedingungsgleichungen lassen sich dann folgender- 
maßen darstellen 

{Q - L)x « EFS, (Q - Jtf)y = FD8, (^ - iV)^ =» DJE/Ä 

oder 

^>, EFS FDS DES 

^> "'^"Ö^^' ^^Q^^' ''^Q^^' 

Berechnet man hieraus aj*+ y*+ £?*= r*=» ^r? so erhält man 



dividiert man dagegen die vorigen drei Gleichungen durch 2), 

Ey F und addiert, so konmit links wieder 8 zum Vorschein und 

es bleibt 

.X ._EF 1 FD 1 2?jg 1 



Die vorstehende kubische Gleichung bestimmt die Werte von Q; 
nachher gibt die Gleichung y) die entsprechenden Werte von 8'^ 
aus ß) erhält man die Koordinaten der Scheitel und aus a) die 
Badienvektoren der Scheitel, d. h. die Halbachsen der Fläche. 

Um die Anzahl der reellen Wurzeln von Gleichung d) zu er- i, 

mittein, betrachte man die Belation !j 

a_ , 5 c 

als Gleichung einer Kurve in den rechtwinkligen Koordinaten § 
imd ri. Die Werte, welche ly för 
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5 = — 00, L-O, L+0, M—O, M+0, 

N—O, JV+0, +00 

erhält, lassen erkennen, daß diese Kurve aus vier getrennten 
Zweigen besteht, yon denen der erste und letzte die |- Achse zur 
Asymptote haben^ daß 17 an den Stellen § » i^, Jlf , JV unendlich 
groß wird und hierbei jedesmal sein Vorzeichen wechselt, daß 
also an den genannten drei Stellen Asymptoten parallel zur 
17 -Achse vorhanden sind. Wenn nun insbesondere 
V EF , FD DE 

ist, so haben, weil sich in diesem Falle aD^^ 6JE/*= cF^ ergibt, 
die drei Koeffizienten a, h, c ein und dasselbe Vorzeichen. Dann 
aber ist sicher, daß der Vorzeichenwechsel, welchen rj erleidet, 
wenn §, beständig wachsend, die drei Stellen | » X, M, N 
passiert, jedesmal in gleichem Sinne erfolgt (d. h. entweder jedes- 
mal von — 00 zu + 00 oder jedesmal von + 00 zu — 00); und 
hieraus kann, wie die Anschauung lehrt, geschlossen werden, daß 
die in Bede stehende Kurve von der durch die Gleichung 17 «= 1 
dargestellten geraden Linie dreimal geschnitten wird. Demnach 
gibt es unter der Annahme s) stets drei reelle Werte von |, 

welche der Gleichung 

1^ « . ^ I g 

Genüge leisten; d. h. aber die Gleichung d) hat immer drei reelle 
Wurzeln. Diesen entsprechen jedoch — wenn K als positiv 
vorausgesetzt wird — nur insoweit sie zugleich positiv sind, auch 
reelle Werte von S, x, y, z. 

Hieraus folgt, daß die Fläche ein Ellipsoid, ein einfaches 
oder ein geteiltes Hyperboloid ist, je nachdem die Gleichung S) 
drei, zwei oder eine positive Wurzel besitzt. 

7. Eine Fläche habe die folgende, geometrisch leicht zu inter- 
pretierende Gleichung 

xyz = c*; 

die Gleichung der Berührungsebene ist dann 

iz:^ + 5i:y + t=f = 0, 

X y z ' 

oder Int 

— -I- — -I- — = 1 
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Diese Ebene schneidet anfierdem die Fläche in einer Eurve, fOr 
welche die Gleichungen 

1+1 + 1 = 3 tmd 11?? = c» 

zusammen bestehen; die Horizontalprojektion des Durchschnittes 
hat denmach zur Gleichung 

Die Gleichungen der Normale sind 

x(^ — x) ^ y(fl - y) ^ e(t - ^)j 
die Bichtnngswinkel der Normale bestimmen sich durch die Formeln 



N V x*^ y*^ z^' 

NN N 

COS Vx = — ' cos Vy «= — ? cos Vg == — • 

X ' y z 

Femer hat man 

9i + ^2 = y ^ ' ^1^8 = jj^'i 

an den Stellen a?^ = y* = je:* = c* sind Ereispunkte yorhanden. 
8. Die Gleichung einer Fläche sei 

oder bequemer 

Cz^\lg{Ax^+By^', 

die partiellen Differentialquotienten J9, g, r, s, t sind dann 

Ax __ By 

^^ C(Äx^ + By*)' ^^ CiAx^+By')' 

A(By^-Ax*) 2ABxy B{Ax^-By^ 

^'^ ö(Ax* + Byy' ^~ C{Ax^ + Byy' ^^ C{Ax* + Byy 

Hieraus findet man als Gleichung der Berühmngsebene 
Ax^ + Byri - C{Ax'+ By^) ? - (1 - Gz) {Ax'+By'), 

als Gleichungen der Normale 

Ax{i^z) ByiS-z) _ 



C{Ax^+By*)' '' ^ C{Ax*+By^' 

und f&r die Bichtungswinkel der Normale, wenn zur Abkürzung 
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gesetzt wird, 

Äx By , C(Äx* + By^ 

Femer ist 

.J-. ÄB^(Ä^B)C'{Ax^^By') 

Qi-TQ^^ ABC*(Äx^ + By') ^' 

jy* 

Hieraus folgt, daß der Durchsclinitt der Fläche nnd des Cjlinders 

alle diejenigen Punkte enthält, deren Hauptkrümmnngsradien gleich 
und entgegengesetzt sind. 

9. Das «Raten oid. In der Yertikalebene X0 denke man 
sich die Eettenlinie konstmiert, deren Gleichung ist 



- fx + Vx* - c*\ 



und lasse diese Kurve um die je? -Achse rotieren; die entstehende 
ümdrehungsfläche hat dann zur Gleichung 



« = c %7 (lSZ+3^!±ZE£!) 



woraus die Werte folgen 

ex cy 



uYu^ — c* u Yu* — c" 

^^ e(x^-y* + c*y*) ^ ^ __ c (x^ - y^ - c^x*) ^ 
tt»V(tt*-c*)» ' u*y{u^-cy 

ca?y(2a;*+2y*— c*) ^ 

hierbei steht u zur Abkürzung för Ya^ + yK 
Die Berührungsebene hat zur Gleichung 

ex (5 -T- a;) + cy (ri — y)— uyu^ — c*(f — ;?) = 

und schneidet die Fläche in einer transzendenten Kurve. Für die 
Normale gelten die Gleichungen 
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femer ist 



ex cy , Vi** — c* 

Endlich hat man für alle der FlSchengleichong genügenden 
Wertsjsteme (x^ y^ z) die Relation 

mithin kommt der Fläche die bemerkenswerte Eigenschaft zu, 
daß in jedem ihrer Punkte die beiden Hauptkrfimmmigsradien 
gleich imd entgegengesetzt sind. (Vgl. § 22.) 

10. Aus der Gleichung 

X ^ c 

durch welche eine einfache Schraubenfläche dargestellt wird, 
ergeben sich die Werte 

cy . ex 



^cxy c (g* ~ y *) , 2cxy 

Die Berührungsebene hat die Gleichung 

cy^ — cxri + (a?* + y*)?=-(aj*+y*)^; 
für die Normale gelten die Gleiohimgen 

xmd die Oosinus der Bichtungswinkel der Normale sind 

cy ex 

cos Vx = _ /. ^ . ^ ,\ . ^ : — Z ^ cos Vp= — 



y(»*+y*)(«Hy'+0 y(«*+y")(«*+y*+0 



Endlich ist allgemein 

die fragliche Schraubenfläche besitzt also rücksichtlich der Haupt- 
krümmungshalbmesser die nämliche Eigenschaft wie das Katenoid. 
(VgL § 22.) 
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§24 

Vermisohte Aufgaben über Fl&eheiL 

L Isokline Normalen. Eine im Punkte xye anf einer 
Fläche errichtete Normale schneidet die Horizontalebene xy unter 
einem Winkel v « y « — v, und es ist daher 

Von dem Punkte xyz ausgehend, kann man auf der Fläche noch 
unendlich yiel weitere Pxmkte finden, deren Normalen gleichfalls 
unter dem Winkel v gegen den Horizont geneigt sind; derartige 
Normalen mögen isokline Normalen heißen. 

Setzt man in der vorigen Formel v einer Eonstanten y gleich 
und nimmt die Gleichung der Fläche hinzu, so hat man zwei Be- 
dingungen, durch welche diejenige Kurve bestimmt wird, in der 
die Fläche von den stetig aufeinander folgenden isoklinen Nor- 
malen geschnitten wird. Diese Kurve heiße kurz die Kurve der 
isoklinen Normalen. 

1. Das elliptische Paraboloid. Die beiden vorhin er- 
wähnten Bedingungen sind hier 

Aus der letzten Gleichung geht hervor, daß die Kurve der isoklinen 
Normalen eine elliptische Horizontalprojektion besitzt, daß sie 
mithin als Durchschnitt des Paraboloids und eines vertikalen ellip- 
tischen Cylinders betrachtet werden kann, dessen Halbachsen sind 

Die Horizontalprojektion irgend einer Normale des Paraboloids 
hat die Gleichung 



so muß noch sein . ^^ ^ 



soll diese Normale zu den vorigen isoklinen Normalen gehören, 
welcher Bedingung durch x ^=^ a' cosm, y^^Vsvnm genügt wird. 
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Die HonzontalprojektioiL einer isoklinen Normale ist demnach 
dargestellt durch die Gleichung 

-——. — = a — Dz 

a'co8& o'stn© ' 

diese Gerade schneidet auf den Eoordiaatenachsen die Strecken ab 

(a — b)a' f , >. . 

•^ C05 CD = (a •— o) <^ y • cos CB, 

-^^ — T-^ — 5t» 09 — — (a — o) ^ y • sm üo, 

d. h. die Horizontalprojektionen aller isoklinen Normalen liegen 
so, daß die zwischen die Koordinatenachsen fallenden Strecken 
derselben die konstante Länge (a — h^t-gy besitzen. Nach dieser 
Bemerkung sind die Horizontal- und Vertikalprojektionen einer 
Schar isokliner Normalen leicht zu konstruieren. 

Für das hyperbolische Paraboloid gelten ähnliche Sätze. 

2. Das Ellipsoid. Als Bedingungen hat man 

^* j_ y* j_ 1' - 1 

4 //mS 



»^'-Sd+Ö 



und hieraus folgt durch Elimination von z^ daß die Kurve der 
isoklinen Normalen eine aus den Halbachsen 






konstruierte Ellipse zur Horizontalprojektion hat. 

Die Horizontalprojektion irgend einer unter dem Winkel y 
gegen die o?^- Ebene geneigten Normale hat die Gleichung 

wobei X und y an die Bedingung 

gebunden sind. Um letztere zu erfüllen, setze man a;=»a'oo5<o, 
^ = &'ma); die vorige Gleichung wird dann 

a*6'S Ämco — \?a! 'v\ cos od == (a*— b^)a'h' cosajsintD. 
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Einhfilleiide Kuiren und Fitehen. 

§25. 

Binhüllende Kurven. 

Die Oleiohtiiig einer ebenen Enrre enthalte aufier den Ko- 
ordinaten X und y noch eine willkt&rliche Konstante p (einen so- 
genannten Parameter), besitze also die Form 

F(x,y,p)^0. 

Läßt man p sich stetig ändern, so entsteht eine Schar von Kurven 
derselben Art, die sich aber in ihren Dimensionen, Gestalten oder 
Lagen voneinander unterscheiden. Dabei kann es geschehen, 
daß jede solche Kurve die nächste schneidet, und dann bilden die 
successiven Durchschnitte eine neue Kurve, die sogenannte Ein- 
hüllende jener Schar. Die Gleichung der Einhüllenden ergibt 
sich dadurch, daß man aus den beiden Gleichungen 

den veränderlichen Parameter p eliminiert. 

Beispiel 1. Ein rechter Winkel bewege sich so, daß der 
eine Schenkel durch einen festen Punkt geht und der Scheitel auf 
^s- fii- einer festen Geraden hingleitet; man sucht die 

Einhüllende des anderen Schenkels (Fig. 51). 

Nimmt man die feste Gerade zur Ordinaten- 

^C achse, legt zu dieser senkrecht die Abscissen- 

\ achse durch den festen Punkt F, wählt auf der 

^ ^ y- Achse die Strecke OJJ^^ u willkürlich und zieht 

0"y_L FTJ^ so ist FUV irgend eine Lage des rechten Winkels; 

die Gleichung von UV lautet fttr OjP= a 



t 
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« I 

y^^X + U, 

und darin bedeutet u die willkürliche Konstante (yorhin p). Die 
partielle Differentiation in Beziehung auf u gibt 

-^x+ 1 

und durch Elimination von u entsteht 

y^= 4iax. 

Die Einhüllende ist hiernach eine Parabel (vgl. S. 144, Aufg. l). 

Beispiel 2. Ein rechter Winkel werde so yerschoben, daß 
der eine Schenkel durch einen festen Punkt geht und der Scheitel 
einen gegebenen Ejreis durchläuft; man sucht die Einhüllende des 
anderen Schenkels. 

Der Mittelpunkt des Kreises sei der Koordinatenanfang 0, 
seine Verbindungslinie mit dem festen Punkte F die o?- Achse, der 
Kreisradius =» a, OF =« c; die Koordinaten eines beliebigen Punktes 
auf dem Kreise mögen u und v heißen; die Gleichung des zweiten 
Winkelschenkels ist dann 

V (y — v) ==> (c — u) (x -- w), 
wobei u und v an die Bedingung 

gebunden sind. Differenziert man die Gleichung der Torigen Ge- 
raden nach 'u, und beachtet, daß zufolge der letzten Bedingung v 

abhängig von u und deshalb ^ = ist, so erhält man 

(y - 2v) (_ ^) = _ (c + a;) + 2«. 

Endlich gibt die Elimination von u und v aus allen drei Gleichungen 

(a^ — c*) x^ + a^y^ = a^ (a^ — c^; 

die Einhüllende ist also eine Ellipse oder Hyperbel, je nachdem 
der feste Punkt innerhalb oder außerhalb des Kreises liegt (vgl. 
S. 144, Aufg. 2). 

Beispiel 3. Ein rechter Winkel bewegt sich so, daß der 
eine Schenkel durch den Scheitel einer Parabel geht, während der 
Scheitel des Winkels auf derselben Parabel fortrückt; man sucht 
die Einhüllende des anderen Schenkels. 

13* 
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Für den zweiten Bohenkel gilt die Gleichnng 

v(y— r) — — f#(« — u), 
wobei u nnd v an die Bedingung 

gebunden sind. Wegen x— "- — erhält man durch Differentiation 
der ersten Qleichung 

Eliminiert man u das eine Mal aus der ersten und zweiten, das 
andere Mal aus der zweiten und dritten Gleichung, so erhält man 

16a*y + 4a(x — 4a)f? — i;*— 0, 

4a*y + 2a(x — 4a)t? — t?'— 0; 

die Subtraktion beider Gleichungen gibt 

6ay 

und wenn man diesen Wert in eine der beiden vorhergehenden 
Gleichungen einsetzt, so gelangt man zu der Gleichung der Ein- 
hüllenden, nämlich 

27ay*=(ir — 4 a)'. 

Die gesuchte Kurve ist demnach eine semikubische Parabel. 

Beispiel 4. Ein rechter Winkel bewegt sich so, daß der 
eine Schenkel durch den Brennpunkt einer gegebenen Parabel geht, 
während der Scheitel auf derselben Parabel fortrückt; man sucht 
die Einhüllende des anderen Schenkels. 

Die Gleichung des letzteren Schenkels ist 

^(y — v)^(a'- u)(x — w), 

wobei u und v der Bedingung 

v* = 4aM 

genügen müssen. Durch ein dem vorigen sehr ähnliches Ver- 
fahren erhält man als Gleichung der Eiahüllenden 

27ay* = fl?(ic — 9a)*; 

letztere ist identisch mit der in § 15, Aufg. 7 untersuchten Kurve. 
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Anmerknng. Die Aufgaben 1 — 4 sind spezielle FSJle eines all- 
gemeineren Problems, welches folgendermaßen formnlierfc werden kann: 
Auf einer gegebenen Kurve c bewege sich der Scheitel eines rechten 
Winkels, dessen einer Schenkel beständig durch den festen Punkt 
geht; welche Kurve c^ umhüUt hierbei der andere Schenkel? 

Da offenbar zu jeder ebenen Kurve c eine andere ebene Kurve e^ 
in der verlangten Beziehung steht, so können wir sagen, daß hier eine 
Transformation der Ebene vorliegt, um zu einer analytischen 
Darstellung derselben zu gelangen, machen wir zum Anfangspunkt 
eines rechtwinkligen Koordinatensystems, bezeichnen die Koordinaten 
eines beliebigen Punktes P der Kurve c mit x, y und die Koordinaten 
des entsprechenden Punktes P^ der Kurve c^ mit x^ , y^ (Fig. 52). Dann 
ist zunächst sicher, daß die Relation 



A) {x^-x)X'\-{y^-y)y^O 



Fig.52. 



stattfindet, welche aussagt, daß der 
Winkel OPP^ ein rechter ist. Wird 
nun beachtet, daß — vermöge der 
Gleichung der Kurve c — y eine 
Funktion von x ist, so kann die 
Relation A) als Gleichung einer ver- 
änderlichen Geraden mit dem lau- 
fenden Punkte Pi(aSi, y^ und dem 
Parameter x angesehen werden; 
diese Gerade ist nichts anderes als der 
zweite Schenkel unseres beweglichen 
rechten Winkels. Für die Einhtillende 
der genannten Geraden, also fär die 
verlangte Kurve q, gilt aber außer 

der Relation A) noch die weitere aus ihr durch Differentiation nach 
dem Parameter x hervorgehende Relation 





oki 



B) 



«,-2«H-(y,-2y)y' = (y'=§D 



Aus A) und B) endlich folgen durch Auflösen nach x^ und y^ die 

Gleichungen 

pv {x^-y^y'-'SLxy x^-y^ + ^xyy' 



xy'—y 



ccy'—y 



welche x^ und y^ durch rc, ^, y' ausdrücken und somit als analytisches 
Äquivalent der in Rede stehenden Transformation angesehen werden 
können. — Auf Grund dieser Gleichungen läßt sich mit Hilfe des in 
§ 19a xmter IV. gefandenen Satzes zeigen, daß xmsere Transformation 
eine Berührungstransformation ist. 

Übrigens steht die fragliche Transformation in einer sehr einfachen 
Beziehung zur Fußpunkttransformation; geht nämlich die Kurve c^ aus 
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der Emre e darch niuere Transformation herror, so ist c die Foßpnnkt- 
knrve von c^ ; denn der zweite Schenkel des oben benntsten beweglichen 
rechten Winkels ist eine Tangente von C|, nnd der eiste Schenkel ist das 
von dem festen Punkt anf diese Tangente gef&llte Lot (ygl. Fig.52). 
Da hiemach dnrch die Fnßpnnkttransformation q in c, durch die neue 
Transformation aber e wieder in e^ übergefflhit wird, so sagt man, die 
letztere Transformation sei inyers zur Fnßpnnkttransformation, 
nennt auch wohl c^ die negative Fnßpnnktknrve von e, 

Beispiel 5 (Fig. 53). Auf der einen Seite AB eines ge- 
gebenen Dreiecks ABC wählt man den Punkt P beliebig, legt 
durch denselben PQ//BC, PB//ÄC und zieht die Gerade QB; 
welches ist die EinhtQlende aller dieser Geraden? 

Nimmt man CA und CB als Koordinatenachsen und setzt 

0^«a, CB==:^h, 

CQ =- u, CB = V, 

so ist die Gleichung der 
Geraden QB 

UV ' 

wo u und V der Bedingung 

a 

genfigen mfissen. Die Einhüllende bestimmt sich durch die 
Gleichung 

(r-0"-^e+f)+>=» 

und ist eine Parabel, welche die Koordinatenachsen in A und B 
berührt. Um die Achse dieser Parabel zu finden, konstruiere 
man aus den Seiten CA^ CB das Parallelogramm ACBD^ fälle 
auf dessen Diagonale CD von A aus die Senkrechte AE und 
wähle auf AB den Punkt C so, daß 

AGiBC^CEiDE-, 

dann ist 0- ein Punkt der Parabelachse und die zu ff gehörende 
Gerade HI//AE die Soheiteltangente. 




§ 25. Einhüllende Exuren. 



199 



Beispiel 6 (Fig. 54). Es sind drei Gerade gegeben, welche 
sich in den Punkten Ä^ B^ C schneiden; jeder Punkt F der 6e- 

Ck Pig. 64. 




raden AB wird auf die beiden übrigen Geraden CA und OB pro- 
jiziert^ wodurch die Punkte Q und B entstehen; man sucht die 
Einhüllende der Geraden QB. 

Um ein bequemes Koordinatensystem zu erhalten, nehme man 
den Fnfipunkt i^ der Dreieckshöhe OF zum Anfange rechtwinkliger 
Koordinaten, konstruiere die zugehörige Gerade GH und lege die 
Absdssenachse FX senkrecht zu GH. Für 



erhftlt man 



FJ==c, LjFG^a, LJFH^ß 
LJFA^a + ß-90^, 



Fig. 66. 



und wenn FP = r gesetzt wird, so ist die Gleichung der 
veränderlichen Geraden Q B 

C'X — r cosa cosß'if =^ c^+ r^ cos^ a cos^ jS. 

Hieraus ergibt sich, daß die einhüllende 
Kurve eine Parabel ist, welche F zum 
Brennpunkte und J zum Scheitel hat. 

Beispiel 7 (Fig. 55). Mit den Radien 
OÄ »B a und OB => b sind zwei konzentrische 
Kreise beschrieben und es sei OB J. 0Ä\ 
irgend eine durch gelegte Gerade schneidet den ersten Kreis 
in P, den zweiten in Q; man projiziert femer P auf OÄj Q auf 
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OB, wodurch die Punkte B und 8 entstehen , nnd zieht die 
Gerade it5; welches ist die ElohlUlende aller dieser Geraden? 
Fflr OB »II, 08 '^^ V hat man als Gleichung yon B8 

UV ' 



wobei u und v der Bedingung 

u* V* 

a« ^ 6« ^ 

genügen müssen. Bequemer ist es hier, den Winkel ÄOP^^oa 
einzuführen, wodurch u^^ acosa^ v ^» & sinn wird, und in der 
nunmehrigen Gleichung yon B8j nftmlich 



a C08ID 5 sintß 

den Winkel o als willkürliche Eonstante zu betrachten. Differenziert 
man die Gleichung in Beziehung auf a und eliminiert nachher o, 
so erhält man als Gleichung der Einhüllenden 

(f )• + (!)*- '• 

Im Falle 5 «» a hat die Linie B8 die konstante Lftnge a und es 

entsteht dann die in § 15, Aufg. 12 betrachtete Kurve (Astroide); 

im Falle & < a ist die Einhüllende identisch mit der Erolute einer 

aus den Halbachsen 

ah* , a>6 

und 



konstruierten Ellipse. 

Beispiel 8. Eine Gerade bewege sich so, dafi das Becht- 
eck aus den Strecken, welche sie von den Koordinatenachsen ab- 
schneidet, die konstante Fläche c* besitzt; man sncht die Ein- 
hüllende jener Geraden. 

Nennt man u und v die erwähnten Abschnitte, so ist die 
Gleichung der beweglichen Greraden 

UV ' 

wobei u und v an die Bedingung 

UV ^ (^ 

gebunden sind. Als Einhüllende ergibt sich eine Hyperbel, welche 
durch die Gleichung 

bestimmt ist. 
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Vig. 56. 



Beispiel 9^ In jedem Dreieck ABC (Fig. 56) liegen be- 
kanntlicb der Höhendurchschnitt B^ der Durchschnitt 8 der 
Mittellinien (der Schwerpunkt der 
Dreiecksfläche) und der Mittelpunkt T 
des umschriebenen Kreises in einer 
Geraden; läßt man die Spitze C 
in einer zur Basis AB senkrechten 
Geraden fortrücken, so ändert die 
Gerade B8T ihre Lage, und es 
fragt sich, welches die Einhüllende 
von BST ist. 

Die Basis AB sei die Abscissen- 
achse, die zugehörige Höhe OC die 
Ordinatenachse; für OA » a, OB = b, 
OC » c sind dann die Koordinaten 




von B: Absc. = 0, 

a + b 



Ord. == ~ ^, 

€ 



>? 



n 



8: 



T: 



n 



1? 



3 



a-\-b 



»? 



w 



8 



ab + cl 
2c 



und demnach ist die Gleichung der Geraden BST 

(a + &) cy = (3a& + 0*) a? — ab (a + b). 
Differenziert man die Gleichung nach c und eliminiert dann c, so 

a + 6\2 ja + by , /a + b\^ 



erhält man 






m 



Die Einhüllende ist demnach eine Ellipse oder eine Hyperbel, je 
nachdem der Punkt zwischen A und B oder außerhalb der 
Strecke AB liegt. Fällt mit einem der Punkte A und B 
zusammen, so reduziert sich die Einhüllende auf den Punkt 0. 

Beispiel 10. In einem Dreiecke ABC ist C mit einem 
willkürlichen Punkte N der Geraden AB verbunden und die 
Strecke GN in M halbiert worden; man zieht femer die beiden 
Geraden AM und BMj welche die Gegenseiten des Dreiecks in F 
bzw. Q schneiden mögen; es soll nun die Einhüllende der Geraden 
PQ bestimmt werden. 
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Nimmt man CB =» a zur Abscissen-, CA » h zur Ordinaten- 
achse und bezeichnet die Gleichung von CN mit y ^^tx^ so erhält 
man als Gleichung von PQ 

{at^+ 2ht)x + {2at + 6)y = aht 
und hieraus als Gleichung der Einhüllenden 

oder 

© + (f)+jf-f-f + i-o- 

Diese Gleichung repräsentiert eine Ellipse, deren Mittelpunkt die 
Koordinaten \cl^ \^ besitzt, also der Schwerpunkt des Dreiecks 
ist, und welche femer die Dreiecksseiten in deren Mitten berührt 

Wendet man die in der Trigonometrie übliche Bezeichnung 
an und setzt zur Abkürzung 

1. _ <»*-^' _ sinja-ß) 

so bestimmen sich die Winkel ^ und 90^ 4" '^) welche die Achsen 
der Ellipse mit der a;- Achse bilden, durch die Formel 

^ ft *v hsiny 

^ k-\-hco8y 

woraus sich leicht eine Konstruktion von ^ herleiten läßt. 

Beispiel 11. Man hat eine Schar konfokaler Parabeln kon- 
struiert und von einem festen Punkte (dem Pole) aus an jede 
solche Parabel Tangenten gelegt, deren Berührungspunkte P und 
Q heißen mögen; es soll nun die Einhüllende sämtlicher Be- 
rühnmgssehnen FQ (der Polaren) bestimmt werden. 

Der gemeinschaftliche Brennpunkt der Parabeln sei der Eo- 
ordinatenanfang, p der veränderliche Halbparameter, ah der Pol; 
die Gleichung einer der Parabeln ist dann 

y^= 2px+p^ 

und die Gleichung der zum Pole ah gehörenden Polare* 

p(x + a) — hy +p^-^0. 

* Vgl. Fort und Schlömilch, Lehrbuch der analytischen Geo- 
metrie, I. Teil, T.Auflage von R. Heger, § 36. 
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Für die Einhüllende ergibt sich hieraus 

also wieder eine Parabel, deren Scheitel der Punkt — a, ist, und 
deren Brennpunkt symmetrisch entgegengesetzt dem Pole liegt. 

Beispiel 12. Wie vorhin sei der feste Pol, in bezug auf 
welchen die Polaren einer Schar konfokaler Ellipsen und Hyperbeln 
konstruiert sind; man sucht die Einhüllende aller Polaren. 

Bezeichnet e die lineare Exzentrizität, q das Quadrat der 
Haupthalbachse, so ist für die Ellipse 

und für die Hyperbel 

q e^—q ' 

welche Gleichungen formell übereinstimmen« Die Gleichung der 
Polare ist für beide Fälle 

ax{q — e*) + lyq = q{q — e*) 

und daraus folgt als Gleichung der Einhüllenden 

(ax — &y — 6^*+ 4:ahxy = 
oder 

(ax + hyy — 2e^{ax — hy) + 6* = 0. 

Legt man die y- Achse auf die entgegengesetzte Seite und setzt 

so ersieht man, daß die Einhüllende identisch ist mit der in 
Aufg. 5 betrachteten Parabel. 

Beispiel 13. In der Ebene eines Kegelschnittes K^ liege 
ein beliebiger Punkt P, von welchem aus an den Kegelschnitt 
Tangenten gelegt sind, deren Berührungspunkte Q imd B heißen 
mögen. Man sucht die Einhüllende aller der Berührungssehnen 
(Polaren) QB^ welche entstehen, wenn der Punkt P einen zweiten 
Kegelschnitt K^ durchläuft. 

Die Hauptachse von E^ nehme man zur Abscissenachse xmd 

einen Scheitel von JS^ zum Koordinatenanfang; die Koordinaten von 

P seien p und q; die Gleichimg von f^ hat dann die allgemeine 

Form 

Äx* + By^ + 2Cxy + 2Da? + 2Ey + F ^ 0. 



204 "^^ Emhlillende Enzren und Flftohen. 

Setzt man zur Abkflnang 

U^Äx+ Cy + D, 

y^Cx+By + E^ 

W^-'Dx + Ey + F, 

80 ist die Oleichnng der yerftnderlichen Berflhnmgsselme in den 
lanfenden Koordinaten x nnd y 

Up+Vq + W^O, 

anfierdem hat man als Oleichnng von K^ 

g*« 2hp + 7cp\ 

Zufolge der Bemerkung, daß 

ist, erhält man als Gleichung der einhüllenden Kurve 

h^V* - 2hUW + hW^ ^ 0. 

Vermöge der Werte von [7, F, W ergibt sich, daß die einhüllende 
Kurve wiederum ein Kegelschnitt K^ ist, dessen spezielle Natur 
sich nach folgendem Satze entscheidet: je nachdem der Mittel- 
punkt von K^ innerhalb, auf oder außerhalb K^ liegt, wird K^ 
zu einer Ellipse, Parabel oder Hyperbel Für den Fall eines 
parabolischen JS^ bleibt der Satz im wesentlichen derselbe, wenn 
der unendlich entfernte Punkt der Parabelachse als Mittelpunkt 
von K^ betrachtet wird. 

Anmerkung. Es liegt nahe, die soeben behandelte Aufgabe 
folgendermaßen zu verallgemeinem: Es sei P ein beliebiger Funkt der 
Ebene, p seine Polare in bezug auf den festen gegebenen Kegel- 
schnitt K; es durchlaufe P irgend eine vorgelegte Kurve c; welche 
Kurve c^ ergibt sich dann als Einhüllende von jp? 

Da offenbar zu jeder Kmve e eine ganz bestimmte Kurve e^ ge- 
hört, so liegt hier eine Transformation der Ebene vor; und zwar 
hat dieselbe die Eigenschaft, jeder ebenen Figur ihre Polarfigur in 
bezug auf den festen Kegelschnitt K zuzuordnen. Diese Transformation, 
welche als eine Transformation durch reziproke Polaren be- 
zeichnet wird, ist übrigens stets, wie auch der zugrunde gelegte 
Kegelschnitt K beschaffen sein möge, eine Berührungstransfor- 
mation; dies kann mit Hilfe des in § 19 a unter lY. gefandenen Satzes 
leicht bewiesen werden, wenn man ein rechtwinkliges Koordinatensystem 
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benntzt, welches so gewählt ist, daß die Gleichung .des Kegelschnitts K 
mögHchst einfach wird. 

Beispiel 14. In einer Parabel, deren Achse die Abscissen- 
achse sein möge, werden die Endpunkte der Abscissen als Mittel- 
punkte, die zugehörigen Parabelordinaten als Halbmesser yon 
Kreisen genommen; man sucht die Einhüllende dieser Kreise. 

Setzt man (Fig. 57) AF -= a, AM = w, 



JtfJV 



V. 



so ist die Gleichung des aus M. 



Fig. 67. 




mit dem Badius M'N beschriebenen Kreises 

{x — uf + y* = v^, 

wobei v^^'^au sein muß. Hieraus findet 
sich, daß die EinhtQlende durch die Gleichung 

y^ = 4ta{x + d) 

dargestellt, also wieder eine Parabel ist. 

Beispiel 15. In einer Ellipse, deren große Achse die Ab- 
scissenachse sein möge, werden die Endpunkte der Abscissen als 
Mittelpunkte, die zugehörigen Ellipsenordinaten als Halbmesser 
von Kreisen genommen; man sucht die Einhüllende dieser Kreise. 

Sind u und v die Koordinaten eines Kreismittelpunktes, so 
hat man 



(x — uy + y* «= t;^ 






als Einhüllende ergibt sich hieraus eine konzentrische Ellipse, 
deren Halbachsen yV + P und h sind. 

Ein ähnliches Besultat liefert die Hyperbel. 

Beispiel 16. Welches ist die Einhüllende Ton Kreisen, 
deren Mittelpunkte auf einer Parabel liegen und deren Peripherien 
durch den Scheitel derselben Parabel gehen? 

Sind u und v die Koordinaten eines Kreismittelpunktes, so 
gelten die Gleichungen 



«* + y* — 2waj — 2vy = 0, w = 



4a' 



die Einhüllende hat zur Gleichung 

und ist demnach eine Cissoide, deren erzeugender Kreis seinen 
Mittelpunkt in dem Durchschnitte von Parabelachse und Direktrix 
hat und dessen Durchmesser dem Parameter 2 a gleichkommt. 
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Beispiel 17. Welches ist die Einhüllende von Kreisen, 
deren Mittelpunkte anf einer Ellipse liegen und deren Peripherien 
durch das Zentrum der Ellipse gehen? 

Bei derselben Bezeichnung wie in Nr. 15 hat man 

aj* + y*- 2wa? — 2t;y=-0, ^ + ^-, = 1; 
die Einhüllende bestinmit sich durch die Gleichung 

und ist folglich die Eußpunktkurve einer aus den Halbachsen 2 a 
und 22) konstruierten Ellipse. 

Ein ähnliches Eesultat liefert die Hyperbel 

Beispiel 18. Welche Einhüllende gehört zu Kreisen, deren 
Mittelpunkte auf einem gegebenen Kreise liegen und deren Peri- 
vig. 68. pherien durch einen festen Pimkt der Peripherie 

des gegebenen Kreises gehen (Fig. 58)? 

Der Mittelpunkt des gegebenen Kreises sei 
C, der feste Peripheriepunkt -4., femer .40= a, 
ÄL -= u^ LM == t?, endlich A der Anfang und 
7 A(7 die Abscissenachse; es ist dann 

(X? -\- y^ -^ 2^0? — 2vy = 0, t;^ = u{2a — u). 

Drückt man u und v durch den Zentriwinkel ACM = m aus, so 
hat man bequemer 

x^ + y^ — 2ax = 2a(y8m(o — xcosm). 

Für die Einhüllende ergibt sich hieraus 

(x^ + y^-2 axf = 4.a\x^ + y»); 

dieselbe ist folglich eine Kardioide, deren erzeugender Kreis die 
Strecke AB zum Durchmesser hat. 

Anmerkung. Die Aufgaben unter 16 — 18 sind spezielle Fälle 
des folgenden allgemeineren Problems : um die Punkte einer vorgelegten 
Kurve c als Mittelpunkte sind Kreise beschrieben worden, welche durch 
den gegebenen festen Punkt hindurchgehen; es soll die Einhüllende c^ 
dieser Kreise ermittelt werden. 

Da zu jeder beliebigen Kurve c offenbar eine bestimmte Kurve Cj 
gehört, handelt es sich hier abermals um eine Transformation der Ebene, 
welche sich übrigens bei näherer Untersuchung als eine Berührongs- 
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transformation erweist. Analytiscli kann diese Transformation, wenn 
als Anfangspunkt eines rechtwinkligen Koordinatensystems benutzt wird, 
charakterisiert werden durch die Gleichungen 






y'"+i 



Vi — 



y"+i 



rig. 69. 



%^ 




— /— ^ 






deren Ableitung nach dem Vorbilde der in der Anmerkung auf S. 197 
angewendeten Methode erfolgen kann. 

Die vorliegende Transformation steht in einem sehr bemerkens- 
werten Zusammenhange mit der FuBpunkttransformation. Die Kurve c^ 
ist nämlich die Fußpunktkurve einer zur Kurve c im Verhältnis 2 : 1 
ähnlichen Kurve Ä, wobei der Punkt das Ähnlichkeitszentrum für c 
und h und zugleich derjenige 
Punkt ist, von dem aus die 
Lote auf die Tangenten von 
Tc zu fällen sind (Fig. 59). 
unsere Transformation ist 
infolgedessen ersetzbar durch 
zwei nacheinander auszu- 
fcihrende Transformationen; 
durch die erste Transfor- 
mation wird die Kurve c in 
die Kurve h übergeführt, in- 
dem die von ausgehenden 
Badienvektoren der Kurve c 
verdoppelt werden, durch die zweite Transformation geht aus der Kurve k 
die Kurve c^ hervor, als Ort für die Fußpunkte der Lote, die sich von 
aus auf die Tangenten von k fällen lassen. Die erste Transformation, 
welche als eine Streckungstransformation oder kurz Streckung be- 
zeichnet wird, ist offenbar eine Punkttransformation; die zweite Trans- 
formation aber ist — als Fußpunkttransformation — nach früheren 
Feststellungen (§ 19 a) eine Berührungstransformation. 

Beispiel 19. Welche Einhüllende entsteht, wenn eine Ellipse 

so verändert wird, daß die Summe ihrer Halbachsen konstant bleibt? 

Bezeichnet k die konstante Summe, so findet sich für die Ein- 




hüllende 



J. X X 

a;3 + yt ==Ä3, 



welcher Gleichung die auf S. 102, Aufg. 12 erwähnte Kurve (Astroide) 
entspricht. 

Beispiel 20. Man sucht die Einhüllende der EuBpunktkurven 
aller konzentrischen Ellipsen, deren Halbachsen eine konstante 
Summe geben. 

Ist wie vorhin k die konstante Summe der beiden Halbachsen, 
so hat man als Gleichung der FuBpunktkurve 
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und als Oleichung der Einhüllenden 

oder in Polarkoordinaten 

Das letztere Besnltat kann man auch unmittelbar dadurch erhalten, 
daß man yon der Polargleichnng der Faßpnnktkarve anegeht. 

§26. 

Binhüllende niohen. 

L Wenn in der Gleichung einer Fläche außer den Koordinaten 
Xj y, noch ein willkürlicher Parameter vorkommt, wenn dem- 
nach die Gleichung der Fläche unter der Form 

H^j y, iE?, p) = 

enthalten ist, so findet man die Gleichung der einhüllenden Fläche 
dadurch, daß man p aus den beiden Gleichungen 

eliminiert Das Verfahren ist also in diesem Falle dasselbe, wie 
bei der Aufsuchung einhüllender Kurven. 

Aufgabe 1. Eine Ebene schneidet auf den Achsen der d?, 
y, z der Beihe nach die Strecken Pj q^ c ab, von denen die letzte 
konstant ist, während p und q sich so yerändem, daß ihr Pro- 
dukt den konstanten Wert k* behalt; man sucht die Einhüllende 
aller derartigen Ebenen. 

Die Gleichung der veränderlichen Ebene ist 

p^ k* ^ c ^' 
und hieraus findet sich als Gleichung der einhüllenden Fläche 

Letztere ist denmach ein Kegel zweiten Grades, dessen Mittelpunkt 
die Koordinaten 0, 0, c besitzt. 
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Aufgabe 2. Eine durch den Eoordinatenanfang gerbende 
Ebene schneidet die o;^- Ebene in einer Geraden, welche mit der 
a;- Achse den Winkel u bildet, ebenso die xz-lEhene in einer Ge- 
raden, welche mit der fl^-Achse den Winkel ß einschließt; man 
verlangt die Einhüllende dieser Ebene für den IB^all, daß sich die 
Ebene dreht, während die Winkelsumme a + ß den konstanten 
Wert y behält. 

Unter Voraussetzung eines rechtwinkligen Eoordinatensystema 
ist die Gleichung der veränderlichen Ebene 

X — ycota ■— zcot{y — «) = 0; 

betrachtet man a als veränderlichen Parameter, so erhält man als 
Gleichung der Einhüllenden 

[xsiny —■ {y + z)cosy^ =,4:^0. 
Dieser Gleichung entspricht ein elliptischer Kegel. 

Aufgabe 3. Eine Ebene bilde auf den drei Koordinatenachsen 

bez. die Abschnitte 

t* t* f' 

a-f* h-{-t C'\-t 

wobei a^hj c gegebene konstante Strecken sind, und t eine veränder- 
liche Strecke bedeutet; man sucht die Einhüllende aller solcher 
Ebenen. 

Die Gleichung der Ebene ist 

(a + t)x + (h + t)y + {c + t)g -= t^ 
und die Gleichung der Einhüllenden 

(x + y + isy + 4:(ax + hy + cz) -= 0. 
Die hiermit bestimmte Fläche ist ein parabolischer Cjlinder. 

Aufgabe 4. Man sucht die Einhüllende aller Kugeln, deren 
Mittelpunkte auf einer gegebenen Parabel liegen und deren Ober- 
flächen durch den Scheitel derselben Parabel gehen. 

Nimmt man die Ebene der Parabel zur o;^ -Ebene, ihre Achse 
zur o;- Achse und stellt die Gleichung der Parabel in der Form 
t;'= 2hu dar, so ist die Gleichung der veränderlichen Kugelfläche 

x^ + y^ + z^ ^x — 2vy = 0; 

für die Einhüllende ergibt sich hieraus 

(«* + y^ + ^*)aj + ^y^ ^ 0. 

SohlOmiloh, ÜbungBbaoh. I. 5. Aufl. von Kaettoh. 14 
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Aufgabe 6. Man sucbt die EinbtQlende aller Kugeln, deren 
Mittelpunkte auf einer gegebenen Ellipse liegen und deren Ober- 
fl&ohen durch den Mittelpunkt derselben Ellipse gehen. 

VerfUirt man ähnlich wie bei der vorigen Aufgabe, so hat 
man als Gleichung der yeränderlichen Eugelfl&che die Belation 

«' + y* + i»* — 2u» — 2vy « 0, 
wobei u und v der Bedingung 

_ 4- _ =.1 
a" ^ 6« ^ 

genügen mflssen. Als Gleichung der EinhfÜlenden ergibt sich die 
Belation (^ + y. + ^i)i _ 4(^1^ + ji^«). 

Aufgabe 6. Ein durch die Gleichung 

«' y" o 

a 

bestimmtes hyperbolisches Paraboloid werde von einer Ebene ge- 
schnitten, welche den festen Punkt aßy enthält und demgemäß 
zur Gleichung haben möge 

M(x - «) + N{y - /J) + ^ - y - 0. 

Der Schnitt ist im allgemeinen eine Hyperbel, deren Asymptoten- 
winkel mittelst der Bemerkung gefunden werden kann, daß zwei 
in der Schnittebene vom Punkte aßy nach den unendlich ent- 
fernten Hyperbelpunkten gezogene Gerade eine dem Asymptoten- 
winkel gleichen Winkel einschließen. Setzen wir nun in den 
Gleichungen beider Flächen 

X => a + r C08<Pj y =^ ß + r cos^^ e^y + rco8%y 

wobei r die Entfernung der Punkte aßy und xyz bedeutet, so 
haben wir gleichzeitig 

M cosfp + N cosHf •\' cos x = 0, 

Dividiert man die erste Gleichung durch r^ und läßt dann r 
unendlich werden, so entstehen die beiden Gleichungen 
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"~a~ ~b~ "" ^' 

M C08g> + N cos^ + cosi'^ Oj 

und diese dräcken die Bedingungen aus, welchen die Richtungs- 
winkel g>j ^j % genügen müssen, wenn der Punkt xye ein un- 
endlich femer Hyperbelpunkt sein soll. Da die erste Gleichung 
quadratisch ist, so gibt es zwei derartige Sichtungen (fx'^iXi und 
92'^%'hi für welche man findet 



€08 Kp^ f a €08 tp^ f a 

Der Winkel zwischen beiden Eichtungen bestimmt sich durch die 

Formel 

€08 m = cos (pi cos 92 + cos if/i cos ij;, + cos ^ cos %, 

= cos 9i cos 9>jj + cos 1/;^ cos if/j 

-f (M cosg)i+ N cos tf; J {M cos (p^+ Neos tf^,) 

cos (0 = C05. ©1 C05 flPo f 1 + 2f* + MN[ ^^ H —) 

I (1 I jy«^ ^^^'^^^^^' ], 
d. i. zufolge der vorhin angegebenen Werte 

COS fo^ cos q>^ cos 92 — ^ — ' ^ — ' ' 

Im Falle a(l + üf ») - 6 (l -f N^) oder 

wird o » y 9r; die vorstehende Gleichung ist also die Bedingung 
dafür, daß die Ebene 

M{x -a) + N{y -ß) + 0-y^O 

mit dem Paraboloid einen gleichseitigen hyperbolischen Schnitt 
bildet. 

Läfit man die Ebene sich so um den festen Punkt drehen, 
daß ihre Schnitte mit dem Paraboloid immer gleichseitige 
Hyperbeln bleiben, so erhält man für die Einhüllende aller der- 
artigen Ebenen die Gleichung 

{x^ay (y-<g)' (g-y)« 
a 6 "^ a-b "^ "' 

derselben entspricht ein elliptischer Kegel. 

14* 
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Aufgabe 7. Die beiden Hyperboloide nnd ihr gemein- 
schaftlicher Asymptotenkegel können durch die eine Gleichung 

dargestellt werden, wobei f — + 1 dem einfachen Hyperboloid, 
e » dem Asymptotenkegel, £ — — 1 dem geteilten Hyperboloid 
entspricht. Fflr den Schnitt der einen oder anderen dieser Flftchen 
mit einer dnrch den festen Punkt ußy gehenden Ebene hat man 
außer der obigen Gleichung noch die folgende 

Mix ^a) + N(jf-ß) + e-y^ 0. 

Wie bei der vorigen Aufgabe findet man leicht, daB die Richtungs* 
Winkel g>j 'fpj % einer Ton aßy nach einem unendlich entfernten 
Punkte des Schnittes gezogenen Geraden an die Bedingungen 

Ca8*<p . €08* '^ C08*Z ^ 

M co8q> + Ncostff + cosx^O 
gebunden sind; fOr das Verhältnis — —y welches kurz mit X be- 

o ' €08 q) 

zeichnet werden mOge, folgt hieraus die quadratische Gleichung 

deren Wurzeln l^ und X^ heißen mögen. Der Winkel m zwischen 
den entsprechenden Eichtungen 9>iif^iXi und q>f^^%^ bestimmt sich 
durch die Formel . 

cosm^ C08g>^€0S(p^{l + M*+ MN(Xi + X^) -\- (1 + N^)lj^X^]', 

zufolge der Bedeutung von X^, X^ und unter Einführung der 
Abkürzungen 

ergibt sich weiter 

AM*-\'BN*'-C 
€08 fo ^ cos tp^cos q>^ ^i(^;jyt_c«) ' 

Die Gleichung 

AM^ + BN^ = G 

ist hiemach die Bedingung dafür, daß die Ebene' 
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mit der einen oder anderen der vorhin genannten drei Flächen 
einen gleichseitig-hyperbolischen Schnitt bildet. 

Für die Einhüllende aller derartigen, durch den Pnnkt aßy { 

gehenden Ebenen erhält man die Gleichung 1 

{x-ccy (y-ft« (g-y)' n 

welcher ein elliptischer Kegel entspricht. Ist gleichzeitig c'^ a 
und c ]> &, so existieren überhaupt keine gleichseitig -hyperbolischen 
Schnitte,, und dann stellt die obige Gleichung keine reelle Fläche 
mehr dar. 

II. Wenn in der Gleichung einer Fläche zwei voneinander 

unabhängige Parameter ^ und ^ vorkommen, so findet man die 

Gleichung derjenigen Einhüllenden, welche den gleichzeitigen 

Änderungen von p und ^ entspricht, dadurch, daß man aus 

den Gleichungen 

F(p,y,z,p, 3) = b, 

dF(x,y,z,p,^ ^^ dF{Xy y,z,p^q) ^^ 
dp ' dq 

die Parameter p und g eliminieri 

Aufgabe 8. Eine Ebene bewegt sich so, daß die Strecken, 
welche sie auf den Koordinatenachsen abschneidet, eine konstante 
Summe haben; man sucht die Einhüllende dieser veränderlichen 
Ebene. 

Bezeichnet man die Achsenabschnitte mit u, i;, w^ ihre kon- 
stante Summe mit X;, so ist w ^^h — u^ v^ mithin die Gleichung 
der Ebene 

Die vei^nderlichen Parameter sind hier u und i)\ für die Ein- 
hüllende ergibt sich die Gleichung 

Die Aufgabe läßt sich auf folgende Art verallgemeinem. 
Eine feste Ebene schneide von den Koordinatenachsen die Strecken 
a, h^ c ab; man projiziert jeden Punkt dieser Ebene auf die drei 
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Koordinatenachsen und legt durch die drei Projektionen eine neue 
Bbene. Die Einhilllende der letzteren hat znr Gleichung 



(l/!+l/f+l4)' 



1. 



Aufgahe 9. Eine Ebene bewegt eich so, daß das Parallel- 
epiped aus den Strecken, welche sie auf den Koordinatenachsen 
abschneidet, den konstanten Inhalt k^ besitzt; man sucht die Ein- 
hüllende dieser Ebene. 

Die Gleichung der gesuchten Fläche ist 

Aufgabe 10. Jeder Punkt eines Ellipsoides werde auf die 
Achsen desselben projiziert und durch die erhaltenen Projektionen 
eine Ebene gelegt; man sucht die Einhüllende aller dieser Ebenen. 

Die Gleichung der veränderlichen Ebene sei 

die Abschnitte ti, t;, to sind dann an die Bedingung 

tt* V^ M7* _ 

a» "^ P + ^ ■" -^ 
gebunden. Hieraus folgt die Gleichung der Einhüllenden 

(f)^+(i)^+(j)-'- 

Aufgabe 11. Die Berührungsebene im Scheitel eines ellip- 
tischen Paraboloids sei die a;^- Ebene, die beiden Hauptebenen 
des Paraboloides mögen die übrigen Koordinatenebenen sein; jeder 
Punkt der Fläche werde auf die drei Koordinatenachsen projiziert 
und durch die Projektionen eine Ebene gelegt; man sucht die 
Einhüllende dieser Ebene. 

Die Gleichung der veränderlichen Ebene sei 

* + y + £ = i, 

wobei Uy Vy w der Bedingung 



a ' b 



genügen müssen; die Gleichung der Einhüllenden ist 
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Aufgabe 12. Welches ist die Einhüllende aller Kugeln, deren 
Mittelpunkte auf einem dreiachsigen Ellipsoide liegen und deren 
Oberflächen durch den Mittelpunkt des Ellipsoides gehen? 

Sind Uj Vj iv die Mittelpunktskoordinaten einer solchen Kugel, 
so hat man als Gleichung der letzteren 

x^+ y^+ a^— 2ux — 2vy — 2we == 

und Merzu die BediBgung 

Daraus ergibt sich ® ^ 

(a?* + 2^* + e^y = 4 {a^x^ + hY + (^^^) ; 
die Einhüllende ist demnach die Fußpunktfläche eines aus den 
doppelten Achsen konstruierten Ellipsoides. 

Aufgabe 13. Welche Einhüllende gehört zu Kugeln, deren 
Mittelpunkte auf einem elliptischen Paraboloide liegen und deren 
Oberflächen durch den Scheitel desselben Paraboloides gehen? 

Bei ähnlicher Bezeichnung wie vorhin ist 

x^+ y^+ 0^— 2ux — 2vy — 2w0 = 0, 

h -T- = 2w; 

daraus ergibt sich * ^ 

(x^ +y^+ 0^0 + ax^ + hy^ = 0. 

Die Einhüllende ist demnach die Fußpunktfläche eines aus den 
doppelten Parametern konstruierten elliptischen Paraboloides. 

Anmerkung. Die in den Schlußbemerkungen zu Aufgabe 12 
und 13 enthaltenen Beobachtungen können folgendermaßen ver- 
allgemeinert werden: 

Zu irgend einer vorgelegten Fläche F werde eine mit ihr im 
Verhältnis 2 : 1 ähnliche Fläche $ derart konstruiert, daß der gegebene 
feste Punkt Ähnlichkeitszentram ist (man ziehe also von aus 
Strahlen nach sämtlichen Punkten von F und verdoppele jeden Strahl); 
sodann werde zur Fläche ^ die Fußpxmktfläche W hergestellt, indem 
' von aus Lote auf sämtliche Tangentialebenen von ^ geeilt werden. 
Andererseits seien um sämtliche Punkte der ursprünglichen Fläche F 
als Mittelpunkte Engeln beschrieben, deren Oberflächen durch 
gehen; dann ist die Einhüllende aller dieser Engeln identisch mit 
der Fläche W. 

Aufgabe 14. Ein dreiachsiges Ellipsoid verändert sich so, \ 

daß die Summe der Halbachsen den konstanten Wert Je behält; 
man sucht die Einhüllende. 



\ 
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Als Qleiohniig der letzteren findet sicli die Belation 

J X 3 t 

aj* + y' + ip* — *•; 

die Einliflllende kann daher nach Aufgabe 10 auch aus einer mit 
dem Radius h beschriebenen Kugel hergeleitet werden, was auch 
geometrisch eingesehen werden kann. 

Aufgabe 15. Ein dreiachsiges EUipsoid verändert sich so, 
daß die Summe der Halbachsenquadrate den konstanten Wert h^ 
behält; man sucht die EinhflUende. 

Die Oleichung der letzteren ist 

worin b^ und s^ positive oder negative Einheiten bezeichnen. Hier- 
nach besteht die Einhüllende aus den acht Ebenen, welche von den 
Koordinatenachsen die Strecken ± h abschneiden. 

Aufgabe 16. Ein dreiachsiges Ellipsoid verändert sich so, 
daß das Produkt seiner Halbachsen den konstanten Wert Js^ behält; 
man sucht die EinhtQlende. 

Als Gleichung derselben findet sich 

die Fläche ist also im wesentlichen dieselbe, wie bei der Aufgabe 9. 

Aufgabe 17. Welche EinhflUende gehört zur Fußpunktfläche 
eines dreiachsigen Ellipsoides, dessen Halbachsen die konstante 
Summe Je haben? 

Aus der Oleichung 

erhält man 

(aj« + 3^« + zy (yigi +z^x^+ xY) - J(^xYe\ 
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Bestimmiuig der Werte yieldentfger Ansdrtteke. 

§ 27. 

O oo 

Die Formen 7^» oo — oo und --■• 

u 00 

I. Wenn die Funktionen g>(p) und 'tft(x) fOr den speziellen 

Wert 03 = a gleichzeitig verschwinden, so erhalt der Quotient ^^-^ 

die vieldeutige Form ^j-^ « ö"5 ^®^ wahre Wert dieses Bruches 

findet sich dann mittelst des Satzes, daß unter den angegebenen 
umständen 

a|>(a)"'ip'(a) 

ist. Falls wiederum g)'(a) ^ und zugleich i|;'(a) = sein sollte, 
mu£ derselbe Satz zum zweitenmal angewendet werden u. s.f. 

Beispiele. Es sei 

(a;-6r-(a-6r 



1) y 



x — a 




2) y 



für a; = a wird y = ^^ = m{a — h) 



m— 1 



X*+7x+12^ 



fftr a?==--3 wird y = — = — 1. 

rar ir = 1 wird y = — = ^ ^' ^ 

^0 2 
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5) 



6) 



4) y^- — — 






i5r o; = 1 wird y ** q* ==• y 



Vo + 5a; 4- g^* — Vo — &a; + cx^ 



fllra; = wird y==ö^*'^V^* 



7) y , 

fttr « =- wird y =- — — 2m. 

ö) y — j^i 1 

für OJ =■ wird y «= ^ = «*. 

für a? =— wird y=»^ = ^a — 2|^&. 

a — y^ax — x* 
fttr 05 = a wird y = ^ = 1. 

) 2r rc* — 1 ' 

für Ä =• 1 wird y == ^ = w. 

12) y= "^"^ 



a^ + a^Jflraj-l' 



i^. ^ . j 1 

für a? =» 1 wird y =« tt = — rr- 

^ m + l 



§ 27. Die Formen ^,00 — 00 tmd ^. 
13) y = ± ^ 



1 — CO» 05 ' 

für a? = wird y « — = 2. 

für 0? = wird y = tt «=• t-* 
15) y -r yv T ; . 

för a; = wird y = ^ — -f-. 



16) y 



l — eosx — lg cos iß 



Ä* 



für ic =»= wird y = — =»1. 
^«x 1 — cos(ttarcma5) 



^ 1..2 



18) y = 



für a; = wird y = — = -i^jü*. 
1 — CO» rc yäös^x 



sin^x 



fttr aj =« wird y = -^ = |-. 



/ *^ MM^ /»• 5 



1 4- 2cog'a? — 8 yeo8 2x ^ 
sin^x 
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für a; = wird y = — =a -|-. 
c^rL\ ' 1— 5stn*aj + 4co**a?— 6l/cofi'2aj 

20) y = sn^^ — '^ 5 

fllraj = wird 3/ = - = — ^. 

n. Wenn die Funktionen F{x) und f{x) fttr a? = a gleich- 
zeitig unendlich werden, so erhält die Differenz F(x) — f(x) die 
unbestimmte Form 00 — 00; den wahren Wert derselben findet 
man dadurch, daß man die Differenz in einen Bruch verwandelt 
z. 6. mittelst der identischen Gleichung 
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F(,)-f(x)-/M_Z^ 



f{x)F(x) 
and dieses, wenn nStig, nach der Torigen Hegel untersacht. 



21) «» 



23) 



28) 



ß 



22) g 



i-*" 1-«''' 
für X — 1 wird e '^ ao — oo '" ^(te — ß). 

1 « 



Igx af-t' 

fBr « =■ 1 wird «««oo — oo=»-|-«. 

1 1 

föra;=sO wird jp = oo — oo = -|-. 



24) . = 1- ' 



X e^-oj-l' 
fttr a? s= wird ;? «=» cx> — cx> = y» 

26) jEf = -|-«ÄCCfl5 — «^a?; 

feb:a;»»-|-9r wird 5=<x) — cx>=l. 

26) i?= -^ — co^'a?; 

för « = wird jEf =« oo — cx> = J- 
2*7\ 24-co«aj 8 









» 


x*8inx i 


»*' 






für 


a; 


- 





wird 


z 


= cx> 


— cx> 


= 


1 

60 








;er 


= cotx 
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a;(lö 


6aj* 

"xy 






ftr 


a; 


_, 





wird 





= cx> 


— oo 


SB 


0. 



29) z^ ^ 



8a;* — Ä* x^aretgx'^ 
för a? «=» wird je? = oo — oo = ^- 



30) .-1+Vi-*' 



8a5* x^arctgx'' 

1 



fttr a; = wird je? « cx> — oo 
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HE. Wenn die Funktionen f(x) und F(x) ftr a? = a gleich- 

f(x) 
zeitig unendlich werden, so erhält der Bruch ^A-^ clie vieldeutige 

Form — ; der wahre Wert desselben findet sich dann nach dem 

Satze, daß unter den angegebenen Umständen 

F{a) *" F'(a) 

ist; die Methode zur Bestimmung des wahren Wertes eines viel- 
deutigen Bruches bleibt also bei der Form — dieselbe wie bei 

OO 

der Form -^* 

för ic = wird « = — «0. 

^ OO 

32) ■ y-^^'^ 

m 

für Ä = a wird w = — = 1. 

^ OO 



33) y = 



34) 



*flrflj 



aA — 

mx x^\it wird y = ^ = ^ 



{o^o; 



a -f ^ 7op sin x* 



fftr a? = wird y = — = i- 

^ OO & 



35) y= '"^* 



fftr aj = wird y 



a^hlog tg (px) ' 

OO 1 



OO b 



36) y = '^. m>0; 

für « =» OO wird « =» — =^0, 

^ OO 

37) y = ;^' «>ö5 

fftr a; = OO wird ^w = — = 0. 

^ OO 
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38) y^^T^' *>^' ^>^5 

för 05 — oo wird y — :rr — 0. 

für a? = oo wird y ■*•— - = -x- 

*^ oo p 

fttrx-oo wird y»^-^- 

^ oo y(j 

§ 28. 

Die Formen 0*00, 0^ 00^ und 1^* 

L Wenn för ä =» a gleichzeitig 9 («) verschwindet und f{x) 
unendlich wird, so erhalt das Produkt q>{x)'f{p) die Form O-oo; 
den wahren Wert desselben findet man dadurch, daß man 
q>(x) ' f (x) in einen Quotienten verwandelt, welcher für x ^ a 

entweder die Form -^ oder die Form — annimmt; dem ersten Falle 

00 

entspricht die Umwandlung 

f(.<c) 
der zweite Fall tritt ein, wenn gesetzt wird 

41) 0^xPJg[^y 1)^1; 

für ic = wird ie; »= • 00 = 0. 

42) ^ (%— 2x)tgx'^ 

für a? «= -|^ TT wird ^e? =« • 00 =«= 2. 



43) - = ?^(2-f)-^f|; 



2 

fara;«a wird ir = 0-oo« — 

9r 
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44) £? = (e«-.e*)*^^; 

för a? = a wird jer =»= • oo = — c*. 

45) = lg cosx'cotx] 

für a; = wird jef = • oo = 0. 

46) if^lg^{j + fj' cotx] 

för flj = wird lef = • oo = 1. 

47) ißr = orcsmaj'CO^a?; 

für a? = wird jer = • oo = 1. 

48) 0^arccos-'tg—; 

för a? = a wird i? = • oo «= oo. 

für a; = oo wird ;ef = • oo = -^• 

p 

60) j? « 5m — • 2^ (a + fce*'); 

X 

für a; == oo wird = • oo =« c. 

n. Wenn die Potenz [/*(a:)]9'(*) für a; = a eine der Formen 0^ 
00®, 1^ annimmt, so benutzt man die Oleichung 

[f(x)yp(») =« ^ix)'W(x) 

und nntersnclit den Exponenten ^{(c)'lgf(^x) nach den im vorigen 
Abschnitt gegebenen Begehi. 

füra; = wird w = 0®«l. 



62) t^=-iCaH-ft'fl'«. 

für a; *- wird w = 0® = e ^ 



63) w = a; 



^^%^(e'-l). 



9 



für a? « wird « = 0^ =« e. 



"> -i^y 



fllrs»c30 wird « — O^—e^*. 

55) . - X «; 

ftrx»c» wird »»oo*— 1. 

56) •-(a + öe^*)«-"»*; 

filrx»y« wird r=«oc*=»€*. 

1 

57) fr«(a + 6je-)« + ^^', •i>0; 

tOrx^oo wird r«oo*==€^. 

58) •r = [^(i« + ix)r'; 

fBrx — wild » = 1*=.«. 

59) ^„(2-^*'; 

fftr« = ^« wird ic«-!*««*. 

60) « - (««"l/^)'; 

lltrx»cx) wird «^=l*^e~*. 

§29. 

o 

I>iffBiF0iilialqiioÜ6mteii Ton. der Porm -^* 

Weon aoB einer Oleichung zwischen x und y, etwa / (x, jf) ^^ 0, 
der DiffBientialqaotient ^ nach der Fonnel 



dx df{x,y) 

entwickelt ist, so kann es geschehen, daS ffir spezielle Werte 
^ "-" a, y *- & (welche selbstverstilndlich der ursprünglichen Olei- 
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chang genügen müssen) ZäUer und Nenner des rechtsstehenden 

Bruches gleichzeitig verschwinden, also ^ ^ q^ wird. Man wendet 

dann wieder die in § 27, 1 erwähnte Eegel an, wohei aber nicht zu 

übersehen ist, daß der unbekannte Wert, welchen ^ fOr x '^ a 

und y '^h annimmt, möglicherweise auch unendlich groß sein kann. 
1. Aus der Gleichung 

dx y^ — cx 
welcher Ausdruck für ä =» und y =^0 in -^ übergeht. Differen- 
ziert man rechter Hand Zähler und Nenner für sich und setzt zur 
Abkürzung || « y\ so hat man 

und durch Auflösen dieser quadratischen Gleichung 



^ ^y .'. 

oder, wie man leicht findet, 

t/'«— 1^==-» ,^ c + yc*^^xy ^ 
^ c + ye^-lxy ^ 2y 

Die wirkliche Einfahrung der Werte a? = und y = gibt nun 

yf =0, y' = oo. 

Eine Modifikation dieses Verfahrens beruht auf der Bemerkung, 

daß der Quotient ' fär a: = a und y = fe denselben Wert an- 

nimmt, wie y'; bezeichnet man — um diese Bemerkung auf unser 

Beispiel anzuwenden — den Quotienten — mit u und nimmt in der 

obigen Formel f cy — x* 

^ "" y* — cx 

die Substitution y ^ xu vor, so erhält man 

u-{-y' X 

l + t**y'~ c 

Für 0? » wird hieraus, wenn man den gemeinsamen Wert, welchen 
für diesen Fall u und y' annehmen, durch v bezeichnet, 

und dieser Bedingung genügen i; » und v =^ oo, 

SchlOmilch, tTbungsbuch. I. 6. Aufl. yon Naetsoh. 15 
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2) «»-5e»«f + »»-0; 

fBr X »> md 9 — criiiU jr' dia Weite and ao. 

3) (x» + /)« - e»x,; 

fltar X ~ und y ~ eiUOt y' die Werte und oo. 

4) (,« - X»)» - ax» - 6x,«; 

Ar X = und y ^ erUUt y' die Werte ±1/^ and oo. 

5) y* + «xy* — 6«» — X*; 

für X » and y = eiliili y' die Werte ±1/— nnd oo. 

6) y« + (a« + x«)y« = ft«x»; 

für z » imd y » erUlt jr' die Werte ± — 

Anmerkung. Die im gegenwfiztigen Ptaagxapben behandelte 
Aufgabe kann, ohne daft die Theorie der vieldeatigen Anedrficke be- 
notst wird, nodi sof einem anderen Wege gelSrt werden, welcher sich 
an die Dariegongen Ton § 11 anachliefit. 

In der Tat, wenn die YeiSnderliche y TeimOge der €Heichmig 
I) fix, y) - 

eine Fonktion der VerSnderliehen x iat, nnd die IKfferenÜAl^otieiiten 
dy d*y d*y 



«--» 



zor Abkfinong mit y, y, y"', . 



H) 



dx dx* dx* 

beseichnet werden, so ergeben sich durch mehrmaliges Differensieren 
der genannten Gleichung nach x die Relationen 

USW., y 

deren Bildungsgesetz unschw^ festgestellt werden kann.* 

^ Die f|te Relation hat die Foim 

hierbei bedeutet 8 einen in bezug auf die 2^ 3^ . . . (n— 1)*«^ Differential- 
qnotienten Yon f{x, y) homogenen linearen Ausdruck, dessen Koeffizienten 
Produkte von Potenzen der GrGßen y', y", y"', . . . y("— i) sind. Beweis 
mittelst des Schlusses yon n auf n -f 1. 
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Wenn nnn für ein spezielles Wertsystem x^a^ y = l>, welches der 
Gleichnng I) Genüge leistet, die beiden Ansdrücke 

^ dx^ dy 

der Nnll gleich werden, ohne daß gleichzeitig auch die drei Ansdrücke 

verschwinden, so lassen die Belationen II) erkennen, daß das zugehörige 
y* ans der Gleichung 

gefanden werden kann, in der man sich x nnd y durch a resp. & er- 
setzt denken muß; da diese Gleichnng quadratisch ist, so ergeben sich 
für y' zwei Werte. — Man vergleiche hierzu die Beispiele 1), 2), 8) 
und 6). 

Wenn hingegen für x^a^ y — h die sämtlichen Ausdrücke A) und 
B) verschwinden, während mindestens einer der vier Ausdrücke 

aY^ ay ay ay 

von Null verschieden ist, so lehren die Relationen II), daß das ent- 
sprechende y' aus der Gleichung 

gefdnden werden kann, in welcher natürlich a; = a, y^h zu setzen ist. 
Da diese Gleichung aber kubisch ist, so erhält man in diesem Falle 
for y' drei Werte. — Man vergleiche hierzu die Beispiele 4) und 6). 

Wie sich die Sachlage gestaltet, wenn für a; = a, y^h außer den 
Grrößen A) und B) auch noch die Größen C) sämtlich verschwinden, 
dürfte nach dem Vorstehenden leicht zu entscheiden sein. 

Übrigens sei darauf hingewiesen, daß die im gegenwärtigen Para- 
graphen behandelten Vorkommnisse in bemerkenswerter Weise geo- 
metrisch gedeutet werden können, wenn man x und y als rechtwink- 
lige Koordinaten eines veränderlichen Punktes der Ebene, die Glei- 
chung I) mithin als Gleichung einer ebenen Kurve ansieht. Sobald 
nämlich für ein der Gleichung I) Genüge leistendes Wertsystem x=a^ 
y^h die beiden Ausdrücke A) verschwinden, so sind a und b die 
Koordinaten eines singulären Punktes jener Kurve; und zwar 
handelt es sich, wofern für x^a, y = ^ wenigstens einer der drei 
Ausdrücke B) von NuU verschieden ist, um einen Doppelpunkt, 
wofern füx rc^a, y^h die sämtlichen Ausdrücke A) und B) verschwin- 
den, unter den vier Ausdrücken G) aber mindestens einer von NuU ver- 
schieden ist, um einen dreifachen Punkt usw. 

16* 
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§30. 
Zwei allgemeine Sfttie. 

Nach § 27, m und mit Hilfe der bekannten Relation 

q>(x + h) — q>(x) = h'(p\x + «ä), 

in welcher e einen positiTen echten Brach bedeutet, l&Bt sich sehr 
leicht folgender Satz beweisen: Wenn g>(x) gleichzeitig mit x 
ins Unendliche wächst und q>(x + i) — 9>(^) sich einer bestimmten 
Grenze nähert, so ist fttr a; » oo 

lAm^^^ «=« IAm[g)(x + 1) — g)(x)]* 

X 

Hiemach ergeben sich z. B. die Grenzwerte 

Lim— = 0. Lim = — . 

X ^ X c 

m 

Die Substitution q> (x) = ^tf;(a;) fOhrt zu dem weiteren Satze: 

Wenn t(;(a?) gleichzeitig mit x unendlich wächst und .> ^ sich 
einer bestimmten Ghrenze nähert, so ist fOr x = oo 

Hieraus ergeben sich die Grenzwerte 

Lim{x'^)^l, Liml(a + h(fy]'^c, c>l. 



Kapitel I. 



Maxima und Minima der Funktionen. 

§31. 

Maxima und Mlnfma der Funktionen einer Veränderlichen. 

Eine Frmktion f{x) erreicht jedesmal einen Maximalwert 
oder einen Minimalwert, sobald ihr Differentialqnotient f{x) sein 
Vorzeichen wechselt, nnd zwar ist f{a) ein Maximum^ wenn fipi) 
an der Stelle o; » a vom Positiven zum Negativen übergeht, d. h. 
wenn fOr unendlich kleine positive Werte von 8 gleichzeitig 

/"(a-d)>0, fia + Sy<0 

ist; dagegen bildet '/'(a) ein Minimum, wenn f{(ß) an der Stelle 

X =^ a vom Negativen zum Positiven übergeht, d. h. wenn die 

Ungleichungen 

f'{a-d)<Q, f'{a + d)>0 

zusammen stattfinden. 

Falls f\o^ sich stetig ftndert, kann f{}c) sein Vorzeichen nur 
mittelst Durchgangs durch Null wechseln, d. h. es muß f {a) ^=0 
sein; man hat daher diejenigen Werte von x aufzusuchen, für 
welche / ' (a;) = wird. Ist a ein solcher Wert, so bedarf es 
dann noch der Entscheidung, ob f{a) ein Maximum oder Minimum 
von f(x) darstellt. Meistenteils reicht hierzu der zweite Differential- 
quotient hin; f{a) ist nämlich ein Maximum oder ein Minimum^ 
je nachdem f\a) negativ oder positiv ausfällt. Wenn aber /*"(«) = 
ist, so muß man die höheren Differentialquotienten von f{x) zu 
Hilfe nehmen; die Regel ist dann: ein aus der Gleichung f'(x)=^0 
bestimmter Wert x=^ a macht f(x) nur dann zu einem Maximum 
oder Minimum, wenn in der Reihe der Differentialquotienten f\x)^ 
/^"(ic), . . . der erste für o? = a nicht verschwindende Differential- 
quotient von gerader Ordnung ist, und zwar bildet f{a) ein Maxi- 



230 ^< Mazuna nnd Minima der Funktionen. 

mom oder ein Minimum, je nachdem der genannte Differential- 
qnotient für o; » a negativ oder positiv aosf&llt. 

Wenn f{x) keine stetige Funktion von x ist, so kann f(x) 
sein Vorzeichen plötzlich ändern (z. B. mittelst Sprunges von — cx> 
nach -h <^); solche Stellen bedürfen einer genauen Untersuchung, 
namentlich müssen dann f{a — i) und f(a + i) besonders dis- 
kutiert werden. 

Beispiel 1. y = a?(2a — x); 

fGac X ^ a wird y = a* das Maximum. 

2) y = aj(a»--a?«); 

^^ = -^^' S^ = -^ das Minimum, 



für 0? = + —p:^ wird y = H ;= das Maximum. 



3) 



y^x{a — a?)*; 




fQocx^\a wird y — fjü^ 


das Maximum, 


für a? = a wird y == 


das Minimum. 







4) 

für X — a wird y ^ 2a das Minimum, 

für Ä = — a wird y = — 2a das Maximum. 

för Ä == a wird y == Sa* das MiTiinrnm 

6) y^a^+ Sax^+Sßx] 

mrx «Tyi^wirdy = a(2««-3^)±2y(i^^ 

wobei aber «*— /5>0 sein muß. Wenn «' — jS^O ist, so hat 
y weder ein Maximum noch ein Minimum. 

7) y 



x^ + ax + ß^ 

fdas Minimum, 



i»- -r-,/^ • j 1 Idas Mimmum, 

mrx = ^yß wird y- ^-g^ jdas Maximum, 

wobei aber j3 > sein muß. Wenn ß ^0 ist, so hat y weder 
ein Maximum noch ein Minimum. 
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8) y 



X— y 



x^+ax + ß^ 

fte a? = yq=-l/ay + ß + y* wird y ^ | das Minimnm, 

^^^ f*'' f ^ a + 2y:F2yay+j?+y«\da8 Maximnm, 

wobei aber ay + ß + y*> sein muß. Wenn ocy + ß + y*^ 
ist, so besitzt y weder ein Mazimtuu noch ein MiTiimnin. 



9) y = a? + /a(a-raj); 

für 05 = -f^a wird y = ^a das Maximum. 

10) . y = » — ya(x — a); 

för a: == -|-a wird y = -J-a das Minimum. 



11) y^Vcc + ßx + yx-, 

zum Maximum oder Minimum, je nachdem ßy negativ oder positiv ist. 

12) y^ Ya + ßx^ + yx\ 



ftt^ ^ _ T- „l / « " ^Vil « -T-l A(/^-y^ /das Minimum, 

ft^^-Ty[/^(^z:^ wird y = =Ff/-^— 1^^^^^^^^ 



wobei a|3(j5 — y*) positiv sein muß. 

a + ^^a? 



13) 



Va + /Ja?»' 



fi^^^s ^* y'^y^'+T 



zum Maximum oder Mininrnm^ je nachdem aß positiv oder negativ ist.* 



14) y= X ' 

för.-]/^ wird y-Y^^^ 
zum Minimum oder Maximum, je nachdem tß positiv oder negativ ist.* 



* In den Beispielen 13) und 14) sind die im Text angegebenen 
Resultate nur richtig, solange die betreffenden Werte von y reell ausfallen. 
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— 1 — X 



V I 1— 1*X — 



^ItjfU 



12&. 






1— X 



— I — X — 1 1 — iix — x= <2 ±— I 2 I — «^ : 



X =-* — f =« rrff T cxim sra: 



1 fi*— i*j .WT— H> *^ I — 4if!Ä* ^•— 1/- 



"WlCfBi ft 



tTTnnrrwnTtf- ^tnscL rirsräksx. b iznc 1 



♦ -«Ix — 

X — 1 



^ i } J — 



:z* « 






X= J 



r3rr « = :: * 



CBS V ümiim. 



.A. « 



»«ix-;?i } ---4^ !>:•: 



:rt t ^l£ 



x= * 



X =«= * — 1 -ic^rt 1 = 1 Ä — i 



Iftil IIHMBL 



,-.-t 



^ e •• 



X ^ •" 



f « T 



= c 



!2r£ 1 « ; ^ * 



ic 



X«! jr* — 1 r s 



•ZTL » = r 



~^^. 



i> :. f 



j « 

c 



1 — X 



1 == 1 *~ > — r 



f = i tri 



§ 31. Maxima und Minima der Fonktionen einer Veränderlichen. 238 

20) y^j/hx^-fcix-ay, 6>c>0; 

für a? *= wird y =-= — yä^ ein Minimum, 

für a: = a wird y = + yc^ das Maximum, 

Ar a? = TZ~ '^^^ y = Y€fQ> -^ c) ein Minimum. 

21) ^ = «"»6""% w>0; 

für jr = w wird y == ( — j das Maximum. 

X 

22) y^ie'^ — Xj a-&>0; 

för jr = a^(T^Wird y = a 1 1 -— ^ (-|r) I dasMinimum oder Maximum, 
je nachdem a und b positiv oder negativ sind. 

23) y = x^lg(^), a>0; 
1 \ / . 

I, _m 

für jr = ae ^ wird y = — zum Maximum oder Minimum, je nach- 

dem m positiv oder negativ ist. 

24) y--(xf] 

für a? = — wird y == (— J das Minimum. 

25) . y = a?«' ; 

für a? = e wird y = 6 • das Maximum. 

26) y = g)'; a>0; 

för a? = — wird w = c* das Maximum. 

27) y = (f) ! »>05 

för x^ae wird y =^ ef^* das Maximum. 

28) y s= ma;'»in(a + a:); 

für aj « n% + y« wird ^ == ■— sin^\a ein Minimum, 

für X =« «TT + -|-(« — a) wird y =» + cos^y« ein Maximum, 
wobei n eine beliebige positive oder negative ganze Zahl bedeutet. 
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29) y «— «in« •«)«(« + «); 

fOr X * nit — -J-« — y a wird y — — ««*(-J^« + -f «) öin MiniTnum, 
för a? — ii9r + \% — -|-a wird y «= + sm'^^yt — y a) ein MaTimnin. 

30) y '^ coiX'tg^X'-' a)j 0<a<«; 

för a? — (n + -J^)jr + y« wird y = ^'(y« — y«) ein Maxünmn, 
för Ä = (n — -|-)« + ya wird y = ^*(y« + y«) ein Minimum. 

31) y — «n« 'cos^x] 

für 0? — (2 n — y) jt wird y — ein Maximmn, 
f&r o; » (2n + y)9r wird y »> ein Minimnm; 

wenn femer zor Abkfirzong ardg '-p= -■ d gesetzt wird, so ist 

2 

für a? = 2«« + dnnd fBr 05 — (2nH-l)« — d, y — H ^ ein Maximum, 

für x=»2n« — dnndför aj«=(2« + l)jr + 0, y — ^^ ein Minimum. 

32) y«i(a^a; + 5^), ö>5>0; 

für jr — (2 » + ^)« wird y = + y (a + &) ein Maximum, 
für a? = (2 » ~ y)« wird y = — y (a + &) «in Minimum; 

wenn femer aresin y — = d ist, so wird 

fOr X ^ 2n7t + ^ und för aj = (2 n + l)^--^» y -' + yö& ein Minimum, 

fara5 = 2»«-— O und ffir « = (2 » + 1)^ + -^j y = — ^06 ein Maximum. 

33) y = |(a^ya? + l>cotx)j a > 0, 5 > 0; 

bezeichnet man arctg y — mit <&, so wird 

för a; = «« + ^^ y = + Y^ ^^ Minimum, 
fttr a? = fiTt — O, y = — )/a& ein Maximum. 

34) y ^ d^ ' sin{x — a); 

för aj=-s(2« — y)jt + a wird y = -=ev'*"'T/^"*"" ein Minimum, 

1/2 

ftr»=.(2n + i-)« + « wird y = + -^e(*'' + T)^+* ein Maximum. 
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36) y =" ^[xsin(x + a) + (l--x)cos(x + a)]^ a > 0; 
fOr 0? =» wird y = cosa ein Minimum; 
für aj = (2 w+1)«;—« wird y=[(2w+l)jr—a—l]e<^'*+*>*-«ein Maximum, 
föra;=»2wji; — a wirdy= — (2»jr— « — l)«*"^""" ein Minimum. 

36) y ^xarcsinx + Yl — a?*; 

für X = wird t/ — 1 dafi MiTiimum. 

37) y = a? orc ^ a? — Y Z^ (1 + a?*); 

för 05 = wird y => das Minimum. 

für a? = wird y = y das Maximum, 

för a? "= ± 1 wird y = — -|- (ä — 2) ein Minimum. 
Qn\ 9a;+7aj' . 

für a? = — )/3^ wird y =«= — (-|-y3 — -|-«) das Minimum, 

für a? = + V^ wird y = y ^3 — ■» « das Maximum. 

40^ l + 2^arc^, 

^^^ ^"" 1 + a;» ' 

für aJ = — 1 wird y = -^ (^ + ^) ®^^ Maximum, 

für a? == wird y ^ 1 das Minimum, 

für aj = + 1 wird y = ^(ä + 2) ein Maximum. 

§32. 
Geometrisohe tind physikalisohe Aufgaben« 

1. Es ist ein Dreieck ÄBO und auf der Seite AB der Punkt P 
gegeben; man soll die Transversale QB\\ÄB8o legen, daß der Flächen- 
inhalt des eingeschriebenen Dreiecks PQB 
ein Maximum wird (Mg. 60). 

Das Maximum tritt ein, wenn die Höhe 

des Dreiecks PQB gleich wird der halben 

Höhe des Dreiecks AB C, also 22Ä= f CD; 

es ist dann 

APQB^j^AABC. 

2. Es ist ein Ereis und ein Peripheriepunkt P desselben ge- 
geben; man soll die Sehne QB parallel der Kreistangente PT so 
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legen, daB der Flächeninhalt des eingeschriebenen Dreiecks PQB 

ein Maximum wird (Fig. 61). 

Flg. 61. Das Maximum tritt ein, wenn die Ent- 

fernung der Sehne vom Punkte P gleich wird 
•f- des Ereisdurchmessers und es verh&lt sich 
dann die Dreiecksfläche zur Kreisfläche wie 

Im wesentlichen bleiben diese Resultate 
ungestört, wenn man an die Stelle des Kreises eine Ellipse setzt, 
nur ist dann statt des Ereisdurchmessers derjenige Ellipsendurch- 
messer zu nehmen, welcher die zu PT parallelen Sehnen halbiert. 

3. Durch die Ecke C des gegebenen Rechtecks ÄCBD soll 
eine Gerade, welche die Seiten ÄD in E und BD in F schneidet. 

Flg. 61. so gelegt werden, daß AE + BF ein MinirnnTn 

wird (Fig. 62). 

Das MiTiiTinnTn tritt ein, wenn ÄF^^BF 
gleich dem geometrischen Mittel zwischen den 
Bechteckseiten AC und BC genommen wird. 

4. In den Endpunkten einer gegebenen geradlinigen Strecke 
AB sind auf letzterer Senkrechte AE und BF nach derselben 
Richtung gezogen; innerhalb des Baumes EABF ist noch ein 

Punkt gegeben; durch diesen soll man eine 
Gerade legen, welche AE in M und BF in N 
so schneidet, daß das geometrische Mittel zwi- 
achen AM xmdBN ein Maximum wird (Fig. 63). 
Man erhält die gesuchte Transversale, wenn 
man .BO bis zum Durchschnitte X mit AE 
yerlängert und den Mittelpimkt M des Ab- 
schnittes AL mit C yerbindet. Ist D die Projektion von C auf 
^jB, so gelten hierbei folgende Beziehimgen 

LCBM^^LOBN, YAD-BBYAMBN ^ AABC. 

5. Auf den Schenkeln eines Winkels sind zwei feste Punkte 
A und B gegeben; man sucht zwei andere in gleichen Entfer- 
nimgen yom Scheitel liegende Punkte M und JV der Art, daß 
AN + BM ein Minimum ist (Fig. 64). 

Nimmt man LBOC^tBOA, 00 ^ OB und zieht AC, so 
schneidet diese Gerade den Schenkel OB in. dem einen gesuchten 



Flg. 66. 
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Punkte JY; der andere ergibt sich diircb OM^ ON, Die Gerade 
AC ist zugleich die gesuchte Minimalsunune. Eine rein geometrische 



za denselben 



Fig. 64. 




71g. 65. 



Betrachtung führt 
Besultaten. 

6. Es ist ein Dreieck ABC ge- 
geben und auf der Seite AB der Punkt 
D; auf den anderen Seiten AC und 
BO sollen die Punkte P und Q so 
bestimmt werden, daß der Winkel 

FDQ eine gegebene Größe y hat und daß der Flächeninhalt des 
Dreiecks PDQ ein Minimum wird (Fig. 65). 

Setzt man L^AC^a, LABC-^ß, 
« + ß — y = ^ 1111^ bezeichnet /.-äPD 
mit x^ so findet man, daß das gesuchte 
'MiTiiTmmn eintritt, wenn sinxsin(x-\-d) 
«in Maximum wird. Dies fahrt zu fol- 
gender Konstruktion. Man ziehtD JE? J_ A (7, 
DF_LJBC,halbiertdenWinkel^i)Fund j^ 
tr^gt zu beiden Seiten der Halbierungs- 
linie DJT die gleichen Winkel HBM und HBN ab, deren Schenkel 
DM und BN die gesuchten Punkte bestimmen. 

7. Um ein gegebenes Dreieck ABC soll das größte gleich- 
seitige Dreieck PQB beschrieben werden (Fig. 66). Nach der 
gewöhnlichen Bezeichnung der Seiten und Winkel eines Dreiecks 
ist far LÄCQ = q> 

bsmq> -f csin (60**-f- « — 9) 




PQ = 



sin^O^ 



und daher far den Fall, daß der Umfang und ebenso die Fläche 
von PQB ein Maximum werden soll, 



tg<p^ 






Konstruiert man über den Seiten des Dreiecks ABC die gleich- 
seitigen Dreiecke ABC\ BCA!^ CAB\ so schneiden sich die 
Geraden AA!^ BB\ CC^ in einem Punkte 0; die Seiten des ge- 
suchten Dreiecks PQB stehen senkrecht auf AÄ^ BB\ CC^ und 
sind hiemach leicht zu konstruieren. 
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8. In ein gegebenes Dreieck ABC soll das kleinste gleich- 
seitige Dreieck UVW beschrieben werden (Fig. 66). 
Für LGVU^x ist 

UV ^-^^^ , 




Fig. 67. 



mithin, wenn Umfang und Fläche von ZZFTF* Minima werden sollen^ 

& — CCO8(60^ + g) 

^^ " c«n(60Ha) 
Fftllt man von A auf BB^ die Senkrechte AT und legt durch T 
parallel zu jB'C7 eine Gerade, so gibt deren Durchschnitt mit BC 

die eine Ecke Z7; die übrigen 
Ecken V und W findet man 
mittelst der Bemerkung, daß die 
Seiten des Dreiecks U'F TT parallel 
zu den Seiten des Dreiecks PQR 
liegen. 

9. Zwei gegebene geradlinige 
Strecken AA! und BB^ sollen 
durch zwei Kreisbögen AP und 
PB so verbunden werden, daß 
AA! Tangente an AP, BB' Tan- 
gente an BPj femer P der 
innere BertOurungspunkt beider 
Bögen und daß endlich die Diffe- 
renz der Radien beider Bögen ein Minirnnm ist (Fig. 67). 
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Es sei C der Durchsclmitt der in A und B auf den gegebenen 
Strecken errichteten Senkrechten ÄO ^ üj JB(7 = fe, LACB =■ y, 
femer a > 5 und zur Abkürzung a — 6 = c, 1 — cös y = Ä; man 
bemerkt leicht, daß der Mittelpunkt M des Bogens AP auf J.0^ 
ebenso der Mittelpunkt N des Bogens BF auf der Verlängerung 
von BG liegen, und daß MN gleich der BadiendifEerenz BN— AM 
sein muß. Für CM = o;, MN = u erhält man der Reihe nach 
die Größen von AM ^ MF, NF^BN, CN und aus dem 
Dreiecke GMN «t • • 

2 Tcx — c 
Den gegebenen Bedingungen entspricht hiemach 

es ist daher AD ^==BC, C7^ = y CD zu nehmen, durch E senkrecht 
zu ^0 eine Gerade zu legen ^ welche die Halbierungslinie des 
Winkels AGN in F schneidet, epilich GF um FG -^ FE zu ver- 
längern und durch G senkrecht zu GG eine Gerade zu ziehen^ 
welche auf AG und PO die gesuchten Punkte M und N bestimmt. 

Beiläufig sei noch bemerkt, daß F auf dem um das Dreieck 
ABC beschriebenen Kreise liegt und daß A, F^ B Punkte eines 
aus dem Mittelpunkte F beschriebenen Kreises sind. 

Die Determination, unter welcher die Aufgabe nur möglich 
ist, findet man leicht aus dem angegebenen Werte von GM, 

10. Aus einer rechteckformigen Tafel soll durch Wegschneiden 
von vier gleichen Eckquadraten ^ 

Fig. 68. ^^'--"7\IS 

und gehöriges Znsa^enbiegen ^ -- y ,^ 

™ P / \ 



b r r# 



/ 

/ \ 

/ \ 

\ 



ein offener rechtwinkliger Kasten 
von möglichst großem Volumen 
gebildet werden (Fig. 68). 

Sind AB^a, BG=^h 

die Seiten des gegebenen Eecht- jj^^j fi~Tf v 

ecks und bezeichnet x die ge- 
suchte Quadratseite AH, so erhält man für x die quadratische 
Gleichung i2aj» - 4(a + &)a: + a& = 0, 

von welcher aber nur die kleinere Wurzel zu gebrauchen ist. 
Mittelst eines Dreiecks EBF, worin LEBF^ 60® ist, kann AH 
konstruiert werden. 
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Wihlt 
und wW 



man iwei ganie Zahlen m nnd n < ym willkltriieh 



a = 6(iii*— ••*), h «» ßm{m — 2»), 

80 eriiilt man ffir x den rationalen Wert 

« a« (m + f»)(iit — 2n)] 

fiüls die für a, &, jc gefundenen Werte einen gemeinschafüidien 
Paktor haben, kann denelbe weggelaoen werden. 

Nadi diesen Bemerinmgen findet man x. B. ftkr m » 5, i» == 1 
die Werte a — 8, 6 »s 5, « = 1. 

11. In der Toiigen Aufgabe werde statt des Beehtecks AJBCD 
ein beliebiges Dreieck ABC genommen und im übrigen dasselbe 
IfazimalYolumen gesucht. Den Abstand x der Seiten des inneren 
Dreiecks Ton den ihnen parallelen Seiten des Dreiecks ABC 
findet man gleich dem dritten Teile Ton dem Badins des Kreises, 
welcher dem Dreiecke ABC ein|[eschiieben isk 

Ein ihnlicher Satz gilt f&ralle Tangentenvielecke, 

12. Um die Brennpunkte einer gegebenen BUqise sind mit 
bekannten Badien Kreise beschrieben, welche innerhalb der Ellipse 

liegen; auf der letz- 
teren soU der Punkt 
P ao btttimmt werden. 
daB die Summe der 
Ton ihm ans an die 
Kreise gelegten Tan- 
genten ein Maximum 
wird (Fig. 69). 

Beieiobnet man die 

Halbachsen der £1- 

mit a und b, die 




Badien der um die Brennpunkte F und G beschriebenen 

mit f und g^ und nimmt den Brennstrahl FP » r als unabhängige 

Variable, so hat man 

2JfP+2ifP==2{yiS^^+/(2a-r)«-^} 
SU einem Maximum zu machen und erhält 



FP = 



7Vg 



CP=- 



iag 
f+9 
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Dies gibt folgende Eonstroktion: Durch den inneren Ahnlichkeits- 
punkt I der beiden Kreise lege man parallel zu CD eine Gerade, 
welche FI) in K schneidet; dann ist FK = FF der eine, 
AB — FK^ GP der andere Brennstrahl des gesuchten Ellipsen- 
punktes. Bemerkenswert ist noch, daB LFFM ^^ LGPN ist, 
daß also die beiden Kreise von P aus unter gleichen Winkeln 
gesehen werden. 

13. Um die Brennpunkte einer Ellipse sind Kugeln beschrieben, 
welche innerhalb der Ellipse liegen; auf der letzteren soll man 
den Punkt P so bestimmen, daß die Sunmie der beiden Kugel- 
kappen, welche man yon P aus überblickt, ein Maximum wird. 

Bei derselben Bezeichnung wie in Nr. 12 handelt es sich 
hier um das Maximum von 



2«{f^+.^-(f + 5^)}; 



dieses tritt ein, wenn sich die Quadrate der beiden Brennstrahlen 
von P zueinander verhalten wie die Würfel der Kugelhalbmesser, 
also für 



14. Unter allen geraden Kreiskegeln von gegebener Seiten- 
länge c soll derjenige gefanden werden, dessen Volumen am 
größten ist. 

Bezeichnet man den Badius des Basiskreises mit a, die Höhe 
des Kegels mit &, den Neigungswinkel der Kegelachse gegen die 
Mantellinien (die sogenannte O&ung des Kegels) mit a xmd be- 
trachtet dann etwa den Grundkreisradius als unabhängige Ver- 
änderliche (a = 0?), so findet man 

tga=^Y2, a=54<>44'8", 2. 

15. In einen geraden Kreiskegel soll der gerade Kreiscylinder 
vom größten kubischen Inhalte so einbeschrieben werden, daß die 
Grundflächen beider Körper konzentrisch sind. 

Bezeichnet a den Basisradius, h die Höhe des Kegels, so ist 
der Basisradius des Cylinders =» -f-a, die Gylinderhöhe =»-|-& und 
das Cylindervolumen =» -j des Kegelinhaltes. 

SohlOmiloh, ÜbtuLgsbuch. L 5. Aufl. von Naetscli. Iß 
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16. In einen geraden Kreiskegel soll der gerade SLreiscjlinder 
von größtem Mantel einbeschrieben werden. 

Bei derselben Bezeichnimg wie in Nr. 15 hat der Cylinder 
den Badius \a und die Höhe yl». 

17. In einen geraden Ereiskegel soll derjenige gerade Ereis- 
cylinder einbeschrieben werden, dessen Oesamtoberfläche ein Maxi- 
mum ist. 

Bei derselben Bezeichnung wie vorhin ergibt sich der Gjlinder- 

radins = ^r^r r» die Höhe = ~r r^» wobei ft > 2a sein muß. 

2(6 — a) 2(6 — a) ^ 

18. In eine gegebene Kugel soll der gerade Kreiscylinder 
von größtem kubischen Inhalte einbeschrieben werden. Bezeichnet 
c den Kugelhalbmesser, so ist der Cjlinderradius = cy^ und die 
Cylinderhöhe ^ 2cY\' 

19. In eine gegebene Kugel soll der gerade Kreiscylinder 
Yon größtem Mantel einbeschrieben werden. 

Bei derselben Bezeichnung wie vorhin ist der Cylinderradius 
= cY\ und die Cylinderhöhe = c Y^. 

20. In eine gegebene Kugel soll deijenige gerade Kreiscylinder 
einbeschrieben werden, dessen Gesamtoberfläche ein Maximum ist. 

Der Cylinder hat die Dimensionen 

Radius =c]/i(l + Vl^), Höhe=2cy|(l-y^). 

21. In eine gegebene Kugel soll der gerade Kreiskegel von 
größtem kubischen Inhalt einbeschrieben werden. 

Der Basisradius ist -f-cy^, die Höhe yO. 

22. In eine gegebene Kugel soll der gerade Kreiskegel von 
größtem Mantel einbeschrieben werden. 

Der gesuchte Kegel ist derselbe wie bei der vorigen Aufgabe. 

23. In eine gegebene Kugel soll derjenige gerade Kreiskegel 
einbeschrieben werden, dessen Gesamtoberfläche ein Maximum ist 

Nimmt man die Höhe des Kegels als unabhängige Variable, 

so findet man 

„^, 23-1/17 ^ . ,. /l90 + 14 yi7 
Höhe = — T^ — c, Basisradius = r^ — - — c. 

lo lo 

24. Es sind zwei Punkte JL^, Ä^ und eine Gerade BC ge- 
geben; in letzterer soll man den Punkt P so bestimmen, daß 
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der Winkel A^PÄ^^ tinter welchem die Strecke Ä^Ä^ von P ans 
gesehen wird, seinen größten Wert erhält (Fig. 70). 

Ist der Durchschnitt von Ä^A^ mit BCy OÄi='ai^ OÄ^^a^, 
LA^OB = y, OP = r, LA^PA^ = co, so ergibt sich 

und wenn oo^ also auch ^^oo sein Maximum erreichen soll, so muß 



sein. Es gibt demnach zwei solcher Punkte P und Q auf ent- 
gegengesetzten Seiten von 0, und zwar sind P und Q diejenigen 

Fig. 70. 



Punkte, in welchen die zwei, durch A^ und A^ gehenden imd 
BG berührenden Kreise die letztere Gerade tangieren. Bezeichnet 
man die beiden Maxima von o> mit Sl^ und i^^^, so gelten die Formeln 

25. Auf der Achse einer bestimmten Parabel sind zwei 
Punkte A^ und A^ gegeben; man soll denjenigen Parabelpunkt P 
ermitteln, für welchen LA^PA^ ein Maximum ist. 

16* 
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Bezeichnen o^, o^ die Abscissen der Punkte Ä^y A^ und ist 

die Oleichong der Parabel , so findet sich, wenn zur Abkürzung 
-|-(aj + ^) — ^ ™ ^ gesetzt wird, als Abscisse von P 

In dem speziellen Falle h^\(ai+a^) wird einfacher x »l/^o^ -^30^. 
Wenn Ä^ mit dem Scheitel der Parabel zusammenfällt, ist die 
Aufgabe nur unter der Bedingung o^ > 26 lOsbar. 

26. Auf einem Durchmesser eines bestimmten Kreises sind zwei 
Punkte Ä^ tmd A^ gegeben; man soll denjenigen Peripheriepunkt 
P ermitteln, ftb: welchen iÄ^PÄ^ ein Maximum wird (Fig. 71). 
Nimmt man den Ereismittelpunkt zum Eoordinatenanfang, 

setzt OÄi'==' Ulf OÄ^^^a^ und den 
Ereisradius OB =^ &, so findet man für 
die rechtwinkligen Koordinaten von P 

(a.+a.)6' 



Eig. 71. 




y 



5V(6»-ai»)(5*--as*) 



040, + 5« 

welche Formeln zu folgender Konstruk- 
tion führen. Man beschreibe über Ä^A^ als Durchmesser einen 
Kreis und bestimme auf der nötigenfalls verlängerten Geraden OB 
denjenigen Punkt 0, von welchem aus gleiche Tangenten CP^^CQ 
an beide Kreise gelegt werden können (die Gerade CD JL OC ist 
die sogenannte Potenzlinie beider Kreise); der Berührungspunkt P 
besitzt dann die verlangte Eigenschaft;. 

Wenn Äj^ und A^ gleichzeitig innerhalb oder gleichzeitig 
außerhalb des Kreises liegen, ist die Aufgabe immer möglich, 
dagegen wird sie unmöglich, wenn einer der gegebenen Punkte 
innerhalb und der andere außerhalb des Kreises liegt. 

27. Auf der Peripherie einer gegebenen Ellipse- soll derjenige 
Punkt bestimmt werden, von welchem aus gesehen die große 
Halbachse der Ellipsen am größten erscheint. 

Bezeichnet man die Halbachsen mit a und &, die lineare Ex- 
zentrizität Ya^ — - h^ mit c, so erhält man für die Abscisse des ge- 
suchten Punktes die Gleichung 
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und hieraus 



«-^(y4a» + c*-c). 




Die Aufgabe ist nur für a > 6 y^ möglich. 

28. Auf der Peripherie einer gegebenen Ellipse soll der- 
jenige Punkt bestimmt werden, 

Yon welchem aus gesehen die gL Fig. 7». 

lineare Exzentrizität am größten 
erscheint (Fig. 72). 

Bei derselben Bezeichnung 
wie vorhin ergibt sich 

(ex — a^) (cx^ + (j?x —a^c)^ 0, 

Nimmt man OC = OA = a, OG = 20F = 2c, so schneidet 
die Halbierungslinie de^ Winkels OCG die Gerade OA m einem 
Punkte i, welcher der Endpunkt der Abscisse von P ist. 

29. Zwei Punkte A^^ A^ und eine Kurve sind gegeben; auf 
letziierer soll der Punkt P so bestinmit werden, daß /.-ä^PJ^ ein 
Maximum oder Minimum ist. 

Legt man den Koordinatenanfang des rechtwinkligen Systems 
auf die Gerade A^A^y bezeichnet die Abscissen der Punkte J.^, A^ 
durch ^, Og, und ninmit an, daß die Gleichung der Kurve im ge- 
wählten Koordinatensystem 

y = fix) 

laute, so erhält man die Koordinaten x und y von P durch Ver- 
bindung der vorstehenden Gleichung mit der folgenden 

(«1 + «2 — 2ir) + [(h<h — («1 + «2)^ + ^*— y^ y^ = ^• 

Unter der Voraussetzung, daß die Winkel FA^X^=^ cp^^ 
PA^X.^=^(p^ und der Tangenten winkel r in der Richtung von der 
positiven Seite der oj- Achse nach der positiven Seite der y- Achse 
von bis 180® gezählt werden, bedeutet die obige Bedingung, 
daß tp^ + 9>2 entweder = x oder =^ x + n sein muß. 

30. Der Mittelpunkt einer Ellipse ist geradlinig mit einem 
Peripheriepunkte verbunden und durch letzteren die Normale zur 
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Konre gelegt; wie mnB der Punkt geiHUiIt werdm, weon der 
Winkel swiechen jenem Badinsrektor und dieeer Nonnmle ein 

Ma-Timtim gem floU? 

Wird der EUqpeenmitielpiinkt ab Pol nnd die groBe Halb- 
adiee als Polaradiee genommen, so sind die Polarkoordinaten des 
gesoehten Ponktes durch die Formeln bestimmt 

II c ^ a V ^ 

"-.^""^^3-^^ ; Der gesuchte Punkt irt also der Dnrchsdinitt 
J></ \ j D der Ellipse mit der Diagonale OC des ans 

y^ / ^^^^ den Halbachsen konsbnierten Bechtecks^O^C 
E ^ (^. 73); die Normale BE sieht senkrecht 

auf der anderen Diagonale AB^ anch ist 

LOBE ^ LOBÄ - LOÄB. 

31. Anf der Foßpnnktknrre einer gegebenen Ellipse sucht 
man denjenigen Punkt, f&r welchen der Winkel zwischen dem 
Badiusrektor und der Normale ein MaTimum ist. 

Sind OA und OB die Achsen der Ellipse, so schneidet die 
Yon O auf AB herabgelassene Senkrechte die Fußpunktkurre im 
gesuchten Punkte. 

32. Auf einer gegebenen Kurve soll man denjenigen Punkt be- 
stimmen, für welchen der Winkel zwischen Badiusrektor und Nor- 
male ein Maximum oder Minimum ist. 

Bezieht man die Kurve auf Polarkoordinaten, etwa 

r=f(e), 

so bestimmen sich und r aus dieser und der folgenden Gleichung 

r'« - rr" « 0, 

welche geometrisch bedeutet, daß an der gesuchten Stelle der 
Krfimmungshalbmesser mit der Polamormale identisch ist. 

33. Welche Ellipsennormale liegt am weitesten entfernt yom 
Ellipsenmittelpunkte ? 

Die Koordinaten desjenigen Ellipsenpunktes, zu welchem in 
dem Quadranten der positiven Koordinaten die gesuchte Normale 
gehört, sind 
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um den betreffenden Punkt zu konstruieren (Fig. 74), errichtet 
man im Endpunkte Ä der großen Halbachse OÄ auf derselben 
die Normale ÄL=*=yah und zieht hierauf die Gerade OLy welche 
den umbeschriebenen Ereis in Mj 
den einbeschriebenen Ejreis in N 
schneidet und damit auch den 
gesuchten Punkt P bestimmt. 
Legfc man durch ihn die Ellipsen- 
normale, so ist deren Abstand 
von 0, nämlich OQ, das geforderte 
Maximum und zwar = a — &; 
gleichzeitig ist PQ = ÄL und Q der Erfinmiungsmittelpunkt f&r 
die Stelle P. 

34. Welche Normale der Kardioide liegt am weitesten ent- 
fernt von der Spitze der Kurve? 

In Polarkoordinaten ist für denjenigen Eardioidenpunkt, durch 
welchen die Normale geht, 

wesm h den Durchmesser des erzeugenden Kreises bedeutet. 

35. Ein Punkt und eine Kurve sind gegeben; man sucht die- 
jenige Normale der Kurve, welche von jenem Punkt am weitesten 
entfernt oder ihm am nächsten liegt. 

Wird der gegebene Punkt zum Koordinatenanfang genommen, 
so ist bei rechtwinkligen Koordinaten die Bedingung 

zu erfüllen, dagegen bei Polarkoordinaten die Bedingung 

Der Kurvenpunkt, durch welchen die gesuchte Normale geht, be- 
sitzt hiemach die Eigenschaft, daß der zugehörige Krümmungs- 
radius gleich ist der Entfernung der Tangente vom Koordinaten- 
an^Euige. 

36. Durch einen Ellipsenpunkt P ist eine Ellipsentangente 
gelegt, welche die verlängerte große Achse in T und die ver- 
längerte kleine Achse in U schneidet; der Pimkt P soll so be- 
stimmt werden, daß die Strecke TU ihren Minimalwert erreicht. 
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Der gesuchte Punkt ist derselbe wie in der Aufgabe 33; das 
Minimum von T U beträgt a + b. 

37. Durch den Punkt xy der Kurve 



y-(«-i*)l/! 



ist eine Tangente gelegt, welche die Absdssenachse in T, die 
Ordinatenachse in U schneidet; für welchen Punkt xy wird TU 
ein Minimum? 

Die Abscisse x des gesuchten Punktes hat der kubischen 
Gleichung Genüge zu leisten 

3ir*— aa;>— 15a*« — 3a® =• 0; 

aus dieser ergibt sich 

X = 2,49654 • a. 

38. Es bezeichne t die zwischen den Koordinatenachsen ent- 
haltene Strecke der Tangente, welche durch den Punkt xy an die 
Kurve 

ya*+x* 

gelegt ist; man sucht die Maxima und Minima von t 

Im Falle b'^2a existiert nur ein Minimum für x = — « d.h. 

wenn der gesuchte Punkt mit dem Inflexionspunkte der Kurve 
zusammenfällt. 



Ist zweitens 



2«<?><^«, 



so setze man zur Abkürzung 



Ä; 



2 "~^' 2 

dann wird 

far a? = —=^ Ä, h 

t ein Minimum, Maximum, Minimum. 

8 

Im Falle b = —p^a existiert nur ein Minimum, welches für 

vT ' 

X = y2-a eintritt. 
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3 



Ist endlich b > -^ a, so entsprechen den Werten 

y2 



X =^h^ 



a 



V¥ 



h 



ein Minimum, Maximum, Minimum. 
39. Für die Kurve 



y 



sucht man die Maxima und Minima von t^ welches dieselbe Strecke 

wie in der vorigen Aufgabe bedeuten soll. 

1 



Fig. 75. 



Für X 



V2 



a, d. h. im Inflexions- 




punkte der Kurve findet ein Minimum statt; 
diesem folgt 

für o; =« 0,86255 • a das Maximum, 

für a; = 1,14409 • a ein Min i mum. 

40. Durch den Punkt P einer allgemein 
gegebenen Kurve ist eine Tangente gelegt, 
welche die Abscissenachse in T, die Ordi- 
natenachse in U schneidet; man sucht 
diejenigen Punkte P, fiir welche T U seine 
größten oder kleinsten Werte erreicht (Fig. 75). 

Für GM -= 0?, MP = y bestimmen sich die gesuchten Punkte 
aus der t^leichung der Kurve, verbimden mit der Bedingung 

(y + xy'^)y^' ^ 0. 

Legt man OQ senkrecht zu. TU^ so bedeutet diese Bedingung, 
daß entweder TF + QU ^0 oder der Punkt P ein Inflexions- 
punkt sein muß. 

41. Durch einen Parabelpunkt P ist die zugehörige Parabel- 
tangente konstruiert, welche die Direktrix in Q schneidet; man sucht 
denjenigen Punkt, für welchen die Strecke PQ am kleinsten wird. 

Stellt man die Gleichung der Parabel in der Form dar 



80 erh&lt man 



x 



2 



y = 2Yäx^ 

«7 y = ±y2-a. 
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42. In der vorigen Aufgabe werde die Parabel durch eine 
Ellipse ersetsti deren Gleichung 



©■+ (?)■- 



sein möge, und dann wieder das Minimum yon PQ gesucht. 

Es gibt selbstverständlich vier der Aufgabe genügende Punkte, 
von denen nur derjenige bestinunt zu werden braucht, dessen 
Koordinaten positiv sind. Setzt man zur Abkürzung 

^-^, )/3(32-61f*« + 32fi*) = i;, 



SO findet man 



x^f 



X-l 



a. 



Fig. 76. 



Eine fthnliche Bestimmung gilt für die Hyperbel. 

43. Durch den Punkt P einer gegebenen Kurve ist an 
letztere eine Tangente gelegt, welche eine in der Entfernung 

C» c parallel zur ^- Achse 
gezogene Gerade CD im 
Punkte Q schneidet; man 
sucht das Maximum oder 
Minimum der Strecke PQ 
(Kg. 76). 

Für 03f =«, Jf P=y 
-X bestimmt sich der gesuchte 
Punkt durch die Gleichung 
der Kurve, verbunden mit der Bedingung 

die letztere bedeutet geometrisch, daB die Ordinate des Krüm- 
mungsmittelpunktes B gleich der Höhe CQ sein muß. 

44. In welchen Punkten der auf rechtwinklige Koordinaten 
bezogenen und durch die Gleichung 

3a*y = 2a*a? + x' 

bestimmten Kurve findet die stärkste oder schwächste Krümmung 
statt? 
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Betrachtet man den reziproken Wert des Erümmnngshalb- 
messers als Maß der Krümmung einer Kurve, so handelt es sich 
um das Minimum oder Maximum von ^; hier tritt das erste ein für 

1/3 ^ ^ 

45. In welchen Punkten der logarithmischen Linie 

X 

y = le^ 

findet die stärkste oder schwächste Krümmung statt? 
Die stärkste Krümmung tritt ein für 

46. In welchen Punkten der durch die Gleichung y = f{p^ 
bestimmten Kurve findet die stärkste oder schwächste Krümmung 
statt? 

Die Koordinaten der gesuchten Punkte müssen den Bedingungen 
y = f{x) Tind 

gleichzeitig genügen. 

47. Die Eußpunktkurve der Ellipse wird bekanntlich d^irch 

die Polargleichung 

r^ = a^cos^d + h^sin^d 

dargestellt und besitzt im Falle a> &y2 einen Wendepunkt, für den 



25* 



* » - f Vit 

ist; bei welchem Achsenverhältnisse wird dieses am kleinsten? 

Setzt man l-^j = q und betrachtet q als unabhängige Variable, 

so wird für g = 2 +|/3, d. h. für 

a = 2hcosl5^^ = 75** ein Minimum. 

48. Die gedehnte Epicykloide hat (nach S. 130) unter der 
Bedingung 



a + b 
einen Infiezionspunkt, dessen Wälzungswinkel durch die Formel 
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cosm 



h* + (a + b)c* 



{a+2b)bc 

bestmunt ist; wie muß c gewählt werden, wenn dieses o> seinen 
jf^ ^^ Maximalwert erreichen soU? 

Das Maximum tritt ein för 




v^ 



und zwar ist dann 



tS^\to 



h-e 
h + c 



Dies gibt folgende Konstruktion (Fig. 77): 
Ist OJ? der Radius des festen, J? (7 der Halbmesser 
des beweglichen Kreises in seiner Anfangslage, so 
beschreibe man über ^C7 als Durchmesser einen Halbkreis, lege an 
den beweglichen Kreis von aus die Tangente OD^ ziehe senk- 
recht zu PC die Gerade Z)JE7, welche den Halbkreis in F schneidet, 
und nehme auf CB die Strecke CA = CF; es ist dann A der 

beschreibende Punkt. 

Wählt man zwei rationale Zahlen 

m und n<ym willkürlich und setzt 
a = m(m — n)(m — 2«), 
6 = (w — w)w', 

so erhält c den rationalen Wert 



Pig. 78. 




= w» 



^iö> = 



m—2n 

■ ^11 ■■■■■■ 4 

m 



49. In der o^^-Ebene^ welche man 
sich normal zur Ebene von Fig. 78 zu 
denken hat, ist um den Punkt C eine 
kleine Fläche beschrieben, und diese 
wird von einer Lichtquelle beleuchtet, 
welche in der a;;ei- Ebene längs der Ge- 
raden AB verschoben werden kann; bei welcher Stellung der Licht- 
quelle erhält jene Fläche die stärkste Beleuchtung? 

Bezeichnet X die Lichtmenge, welche auf die Fläche fallen 
würde, wenn die Lichtquelle in der Entfernung 1 senkrecht über 
der Fläche stände, so kann die Beleuchtung, welche die Fläche 
von derselben Lichtquelle erhält, wenn letztere sich in P befindet, 
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nach dem Satze bestiinmt werden, daß die Beleuchtung direkt 
proportional ist dem Sinus des Einfallswinkels der, Lichtstrahlen 
und umgekehrt proportional dem Quadrate der Entfernung; für 
CM = a:, MF := e ist sie demnach 

Xz 



Setzt man noch CA = a, LBAX = |5, so erhält man för x die 

Gleichung 

x^—\{Z + sm^ß)ax + a^sin^ß « 0; 

sie fOhrt zu folgender Konstruktion: man nehme CD = ^a und 
beschreibe aus D als Mittelpunkt mit dem Badius JDC einen 
Ereis, welcher die Gerade AB in den gesuchten Punkten P und P' 
schneidet. 

Errichtet man in P sowohl auf CP eine Senkrechte, welche 
die je; -Achse in Q trifft, als auch auf AB eine Normale, welche 
der je; -Achse in B begegnet, so ist 

CQ^SCB und analog CQ^^^CB\ 

50. Die vorige Aufgabe werde dahin modifiziert, daß sich die 
Lichtquelle P längs einer, durch die Gleichung 



s=l/2Äaj 

gegebenen Parabel bewegt und daß die beleuchtete Stelle auf der 
Parabelachse um c vom Scheitel entfernt liegt. 
Das Maximum der Beleuchtung tritt ein für 

X = i{2(c-Ä) + y^^^lf+J?]' 

51. Läßt man in der vorigen Aufgabe an die Stelle der 
Parabel einen Ereis treten, dessen Gleichung 



ist, so ergibt sich 



z » -j/a* — x^ 



52. Die Lichtquelle P bewege sich auf einer beliebigen, durch 
eine Gleichung von der Form je; = /"(a?) gegebenen Kurve, die be- 
leuchtete Stelle Chabe die Koordinaten 0(7» c und 0; man sucht 
wieder diejenige Lage von P, bei welcher die Beleuchtung von C 
ein Maximum oder Minimum wird. 
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Die KooriKwatmi des gesuchten Punkies bettiiiimeii sich aus 
der Glfridinng der Knrre yerbmideii mit der Bedingnng 

Z{x — e)g - [(x - cy — 2^5' « 0. 

Legt men CD// OZ^ bewichiiet mit (^ den Dorchsdmitt von CJ} 

mit einer in P enf CP enichteten Senkrechten nnd nennt B den 

Fig.Tt. Dorehachnitt Ton CD mit der durch JP 

gehenden Enrvennornude, so hat die 
obige Gleichnng den geometrischen Simi^ 
A daß CQ^ZCB sein mnß (Fig. 79). 

53. Die Angabe 49 werde dahin 
Yerallgemeinert, daß die Gerade AB eine 
beliehige Lage im Baume eihftlt und 
demgemJkß dnrch die beiden Gleichnngen 

X = Mg + a, y ^ Ns+h 

bestimmt wird; man sacht wieder die 
Stellnng der Lichtquelle, fOr welche die 

Belenchtong der nm C beschriebenen Flache ein VnTTmTiTn wird. 
Die Koordinaten yon P bestimmen sich ans den Gleichungen 

der Geraden, yerbnnden mit der Bedingung 

2(3f«+ N^+ 1>«+ {Ma + Nh)z = a* + h\ 

Bezeichnet A die Horizontalspnr der Geraden AB, nnd wird anf 
der Strecke CA der Abschnitt CE » ^ ^-4 genommen, so ist P 
resp. P' der Durchschnitt Ton AB mit einem in der Ebene GAB 
liegenden Kreise, welcher E zum Mittelpunkte und EC zum Ba- 
dins hat. 

Legt man in der Ebene CPZ durch P eine zu CP senk- 
rechte Grerade, welche CZ in Q schneidet, und bezeichnet man 
femer mit B den Punkt, in welchem CZ Yon der durch P nor- 
mal zu AB liegenden Ebene geschnitten wird, so ist CQ =» 3 CB 
und analog CQ^^3CB\ 

54. Ersetzt man in der vorigen Aufgabe die Gerade AB 
durch eine beliebige Kurve, deren Gleichungen 

X =« q>(e) und y =» ^{e) 

sind, so erhält man die Bedingung 

dx , dy 



.* + y«-2^ = 3.(.g + ,g) 
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Der geometrische Sinn derselben ist, daß CQ » 3 CB sein muß, 
wobei Q denselben Punkt wie vorhin bedeutet xmd B denjenigen 
Punkt, in welchem die durch P gehende Normalebene der Kurve 
die Gerade GZ schneidet. 

55. Reziproke Mazima und Minima. Wenn zwischen 
drei Größen a?, w, t? eine Gleichung von der Form 

w — t? = f(x) 

stattfindet und es freisteht, die eine oder andere der beiden 
Größen u und v zu einer Eonstanten zu machen, so hat man bei 
konstantem v die Gleichung u^=^f'(x), bei konstantem u dagegen 
«^'== — f'(x). Aus diesen Gleichungen geht unmittelbar hervor, 
daß einem Minimum oder Maximum von u ein Maximum oder 
Minimum von v entspricht, daß also zwei reziproke Sätze ent- 
stehen, wie sie in den folgenden Beispielen ausgesprochen sind. 

56. Die Grundlinie eines Bechtecks sei ^, seine Höhe ^, sein 
Umfang U^ seine Fläche F; wird femer das Verhältnis h : g mit x 
bezeichnet, so ist «., /^ i \s i 

V X ' 

oder 

ilgU—lgV-^lg4: + 2lg(l + x)'-lgx. 

Diese Gleichung hat die in Nr. 55 erwähnte Form, und da die 
Funktion rechter Hand fiir x = 1 ihren Minimalwert erreicht, so 
lassen sich folgende reziproke Sätze aufstellen: Unter allen Becht- 
ecken von gleicher Fläche hat das Quadrat den kleinsten Umfang, 
und unter allen Bechtecken von gleichem Umfang hat das Quadrat 
die größte Fläche. Dabei ist immer Z7*= 16F; einem gegebenen V 
entspricht g ^h=^ ]/F, bei gegebenem Z7 ist g = h => ^U, 

57. Ein cylindrisches Hohlmaß habe r zum Badius der Basis, h 

h 
zur Höhe, U zur Oberfläche, V zum Volumen; fttr — = a? ist dann 



= 7t 



F« '" x^ 

Hieraus ergeben sich folgende Sätze: Unter allen cylindrischen 
Hohlmaßen von gleichem Fassungsraume hat dasjenige die kleinste 
Oberfläche, dessen Höhe gleich dem Basisradius ist, und unter 
allen cylindrischen Hohlmaßen von gleicher Oberfläche faßt das- 
jenige am meisten, bei welchem dasselbe Verhältnis zwischen Höhe 
und Basisradius stattfindet. 



In ai:^ FlIkB ist U^ ^ 27«F^; bei g^gebmem T folgt 

'-'-Vf.- 

58. FQr einen allseitig gescbloisenen Crlinder mögen dieselben 
Beuachnongen wie Torbin gelten; man gelangt dann zn folgatdea 
ß&tzoi: Unter ülesD. CjHndem von gleicbem Inbahe besitzt der- 
jenige die kleinste Oberfl&ebe, df sen Höbe gleicb dem Basisdorcb- 
messer ist, und unter allen Cjlindem Ton ^eicber Oberflidie bat 
deijenige das gröfite Tolnmen, bei welcbem dandbe Yecblliiiis 
zwischen Höbe nnd Basisdarebmeaser stattfindet. 

Dabei ist immer CT'» 54xF' und, je nachdwn V oder U als 
gegeben beiracbtet wird, 

59. Unter allen geraden Kreiskegeln Yon gleicbem Yofaimen 
bat derjenige den kleinsten Mantel, dessen Seite ^^yZ-t ist, wo r 
den Basisradins bezeichnet, imd nnter aUen Eegdn Ton gleidier 
MaatelflScbe besitzt derjenige das größte Yolnmen, bei welcbem 
die nämlicbe Gleicbnng stattfindet 

Zugleich ist immer CT* = — ^— «F*. 

z 

60. Unter allen geraden Ereiskegeln Yon demselben Volumen 
besitzt derjenige die kleinste Gresamtoberflache, dessen Seite gleich 
dem dreifachen Basisradins ist, nnd nnter allen E^eln yon gleicher 
Oberfläche hat deijenige den größten kubischen Inhalt, bei welcbem 
zwischen der Seite und dem Basisradius dasselbe Yeibftltnis statt- 
findet. 

Zugleich ist in beiden Fällen i7'= 72«7*. 

61. Ein Körper besteht aus einem geraden Kreiscylinder und 
einer ^ daran gesetzten Halbkugel, deren ebene Flftche mit der 
einen ebenen Fläche des Gjlinders zusammenfällt; das Yerhältnis 
der Gjlinderhöhe zum Badius der Cjlinderbasis sei o;, {7 die Obei^ 
fläche, Y das Yolumen des Körpers. Bei konstantem F ist dann 
TJ ein Minimum, bei konstantem TJ dagegen Y ein Mazimum för 
««1 und 17*«45«F*. 
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62. Ein Körper besteht aus einem geraden Kreiskegel und 
einer daran gesetzten Halbkugel, deren ebene Fläche mit der 
Kegelbasis zusammenfielt; das Verhältnis der Kegelhöhe zum 
Radius der Halbkugel sei x^ die übrige Bezeichnung wie vorhin; 
es ist dann 

Der Ausdruck rechter Hand wird ein Minimum, wenn 

Yom Negativen durch Null ins Positive übergeht, was für positive 
X nur an der Stelle x » 1,12598 der Fall ist. 

Bei konstantem V wird demnach U für diesen Wert ein 
Minimxun, bei konstantem U dagegen V ein Maximum. 

§33. 

Mazima und Minima der Funktionen mehrerer Yariabeln. 

Wenn JP(a?, y, ;?...) zu einem Maximum oder Minimnm gemacht 
werden soll, so kann man sich x^y^^^.. sls willkürliche Funktionen 
einer neuen Yariabeln t denken; und dann muß der Ausdruck 

dF dF dx dj^ ^ i ^ ^4. 
dt ^ dx ' dt '^ dy ' dt "^ dg ' dt "^ 

dx dii 
sein Yorzeichen ändern, während ^» ^ usw. ganz willkürliche 

/Z TP 

Größen bedeuten. Falls -^ eine stetige Funktion ist, kann der 

Yorzeichenwechsel nur durch Null hindurch erfolgen und hierzu 
gehören die Bedingungen 

dx "" ^' ay ' dz "' • • • 

Um zu entscheiden, ob F durch die hieraus bestimmten Werte von f 

x^ yj z usw. zu einem Maximum oder zu einem Minimum wird, muß 1 

d'^F 
zunächst untersucht werden, ob -^tj- durch Substitution jener Werte 

negativ oder positiv ausfällt. Sollte dieser Differentialquotient bei 
der genannten Substitution verschwinden, so müssen die höheren 
Differentialquotienten von F diskutiert werden. 

S chlömiloh, ÜbuxugBbtioh. L 5. Anfl. von Naetsoh. 17 
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Bei Fanktionen zweier Yariabeln fOhrt die Untersuchung von 
-jTY zu folgender Regel: Die aus den Gleichungen ^— = und 

-k- » abgeleiteten Werte von x und y miUisen zunächst der 
Bedingung /d^F\^ d*F d^F 



( ö^F \» d^F o^F 
\dxdy) dx*' ay« "^^ 



genfigen und geben das Maximum oder MiniTnum der Funktion JP, 
je nachdem sie die Dififerentialquotienten 

a«jp , a*F 
ä? ™^ äp 

gleichzeitig negativ oder positiv machen. Verschwinden dagegen 

a'jp a«F d*F 

dx* dy* dxdy 

ffir jene Werte von x und y, so verliert das angegebene Kriterium 
seine Anwendbarkeit, und es ist dann am zweckmäßigsten, aus 
der Natur der gestellten speziellen Aufgabe zu entscheiden, ob 
ein Maximum oder Minimum stattfindet. Dieselbe Bemerkung gilt 
ffir Funktionen von drei oder mehr Yariabeln und ebenso ffir 
den Fall, daß sprungweise Änderungen der Differentialquoti^iten 
vorkommen. 

Beispiele und Aufgaben. 

1. Die Funktion 

F{x, y) « Ax^+ By^+ 2Cxy + 2Dx + 2Ey + K 

hat nur dann ein Maximum oder Minimum, wenn C — AB negativ 
ist; bei negativen A imd B liefern die Werte 

CE^BB CB-AE 

^"" AB--C*' ^~' AB-C* 

das Maximum, bei positiven A und B das Minimum der Funktion, 

nämHch 2CBE-{AE^ + B B^) 

n^^ y) = AB-c' + ^• 

2. Es sei 

F{^i y) = icy{Ax + By-- cy, 

die partiellen Differentialquotienten dieser Funktion verschwinden 
in folgenden Fällen 
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0? = 0, y = 0; 
C G 

C C 



8^ ^ 85 

Von diesen yier Wertepaären liefern die drei ersten weder Maxima 
noch Minima; das letzte gibt den Wert 

F(p^ y) = - wzb' 

welcher ein MiTiiTYinm oder ein Maximum der Funktion bildet, je 
nachdem das Produkt ABO positiv oder negativ ist. 

3. Eine gegebene positive Zahl soll derart in drei Teile zerlegt 
werden, daß das Produkt aus der m^^ Potenz des ersten, der 
^ten Potenz des zweiten und der p^^ Potenz des dritten Teiles 
ein Maximum wird. 

Nur bei positiven m, ^, p existiert ein solches Maximum; die 
gesuchten Teile der Zahl c sind 

mc nc pc 

w + w+jP w4-w+i> m'\-n-\-p 

und das erwähnte Maximalprodokt 'ist 



m 



^«pPcm+n+i» 



4. Von einem innerhalb des gegebenen Dreiecks ABC liegen- 
den Punkte sind auf die Dreieckseiten J9C, CA, AB die Senk- 
rechten OP, OQ, OB herabgelassen; man soll den Punkt so 
bestinmien, daß das rechtwinklige Parallelepiped aus den Kanten 
OP, OQ, OB die kleinste Diagonale besitzt. 

Bezeichnet man die Dreieckseiten mit a, &, c, die Senkrechten 
darauf mit Xy y^ und die Dreiecksfläche mit Jy so hat man den 
Ausdruck 



^ +y +[ i — -) 



zu einem Minimum zu machen; die hierzu nötigen Werte sind 

2J'a 2J'h 2Jc 



^ = ^1 ■ 7.» 1 .1 ' y = 



a» + 5«-f-c' ^ a* + b* + c* " a^ + b^ + c* 

Mittelst der Proportion 

X :y : = a:b : c 

wird man leicht eine Konstruktion des Punktes finden. 

17* 
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Derselbe ist übrigens der gemeinschaftliche Durchschnitt der- 
jenigen drei Geraden, welche die Mittelpunkte der Dreieckseiten 
mit den Mittelpunkten der zagehörigen Dreieckhohen Terbinden. 
Die Seiten des Dreiecks PQB yerhalten sich wie die Schwerlinien 
des Dreiecks ABC und stehen senkrecht auf den letzteren. 

5. Innerhalb des Dreiecks ABC soll der Punkt so bestimmt 
werden, daß das rechtwinklige Parallelepiped, welches die Ab- 
st&nde OP^ OQ, OB zu Kanten hat, die grOßte Oberfläche besitzt. 

Beh&lt man die Yorige Bezeichnung bei und setzt zur Ab- 

kürzunfif 

2(a6 + hc + CO) - (a* + &* + c») - JV, 

so erhält man die Werte 

« =- -^ (t + c- a), y^-^ip + a-h), ^ — ^ (a+ 6 — c). 

Der in das Dreieck ABG beschriebene Kreis berühre die Seiten 
BG^ GAy AB in den Punkten ^, B^^ C^; es ist dann 

AB^ = ^Co « 1(6 + c - a) - a^, 

BC^ = 5^ - Kc + a - &) = feo» 

OJ?o - GB^ « |(a+ &- c) = Co, 

wobei ao, h^, c^ zur Abkürzung dienen; die PropoHion 

a; : y : je? = a^ : &o : ^0 

läßt sich jetzt zur Konstruktion des Punktes benutzen. Noch sei 
bemerkt, daß sich die Umfange der Seitenflächen des gesuchten 
Parallelepipedes wie die Dreieckseiten verhalten. 

6. Innerhalb des Dreiecks ABG soll der Punkt so bestimmt 
werden, daß das Parallelepiped aus den Kanten OPy OQ^ OB das 
größtmögliche Volumen besitzt. 

Bei derselben Bezeichnung wie vorhin ergeben sich die Werte 

2^ 2J 2J 

^__, y^-^. ^--i^' 

Der Pimkt liegt demnach so, daß die Dreiecke BOG^ GOA^ 
AOB äle gleiche Fläche y 2/ haben. Teilt man irgend eine Dreieck- 
seite in drei gleiche Teile und zieht durch jeden Teilpunkt eine 
Parallele zur nächstliegenden Seite, so schneiden sich diese Parallelen 
in dem gesuchten Punkte 0, 
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7. In der Ebene des Dreiecks ABC soll der Punkt so be- 

8 2 2 

stimmt werden, daß AO '\- BO + CO möglichst klein wird. 

Bezeichnet man die Dreieckseiten J?0, CA^ AB mit a, &, o, 
die Gegenwinkel mit a, |3, y und setzt -40 = «*, LOAB ^=^%^ so 
findet man fOr u nnd die Bedingnngsgleichimgen 

Zu = ccosQ + l)COs{a -- ö), = csinQ — &siw(a — 0), 

deren Qoadratsunmie gibt 



und analog 

Die Konstruktion von u^ v^ w liegt sehr nahe und zeigt, daß 
der Schwerpunkt des Dreiecks ABC ist. 

8. In der Ebene des Dreiecks ABC soll der Funkt so be- 
stimmt werden, daß die Summe a^ • AO + \ ' BO + c^ • (70, worin 
%9 ^1) ^ gegebene positive Faktoren bedeuten, ihren Minimalwert 
erreicht. 

Die vorige Bezeichnung beibehaltend, findet man die beiden 
Bedingungsgleichungen 

, CC08 — U , hcosCa—s^ — u 
O, = 5. h C. ^^ 1 



^ - csino ftstnC« — «) 
= &. Ci ^^ -j 



d. h., wenn die Verlängerung von AO mit OL bezeichnet wird, 

o^ = \cosBOL 4- CiCOsCOLj 

=» \8inB0L — c^sinCOL, 

Eliminiert man hieraus einmal q, das andere Mal 5^, so folgt 

Oll 5i: Cj=» smBOG : sinCOA : sinAOB^ 
oder wenn 

L^OO = 180®- ff, LOO^ = 180<>~ r, iJlO^ - 180®- <» 

gesetzt wird, 

tf + r + a « 180®. 

Die Hilfswinkel ff, r, co bilden demnach die Winkel eines Dreiecks, 
dessen Seiten o^, b^, c^ oder diesen Größen proportional sind; die 
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Möglichkeit des Punktes setzt die Möglichkeit dieses Dreiecks 
Yoraus. 

Um hiemach den Punkt zu konstruieren, beschreibt man 
über den Dreieckseiten BC^ CAy AB als Sehnen genommen, Kreis- 
bögen, in denen die Winkel 180®— tf, 180®— r und 180®—© 
Peripheriewinkel sind; der gemeinschaftliche Durchschnitt dieser 
Kreisbögen ist der Punkt 0. 

In dem einfachsten Falle a^ « ft^ = Cj wird <y «= r = « = 60® 
und jeder der Winkel BOG, COA, AOB betragt dann 120®. Für 
a^ss a, 2>x» &, Ci^=^ c werden tf, r, od identisch mit den Winkeln 
a, j?, y und der Punkt ist dann der Durchschnitt der Höhen 
des Dreiecks ABC. 

9. Auf den Seiten BC^ CA, AB eines gegebenen Dreiecks 
sind die Punkte U, F, W angenommen und zu einem Drei- 
ecke UVW verbunden worden; man verlangt eine solche Wahl 
von rr, F, TF, daß der Flächeninhalt des Dreiecks UVW ein 
Minimum werde. 

Benutzt man die in der Trigonometrie übliche Bezeichnung und 
setzt BU ^ X, CV ^ y, AW = 0, so erhält man die Bedingungen 

ysiny + gsmß = csinß, 

zsma + xsiny = asiny, 

xsinß + ysina =» hstna, 

aus denen hervorgeht, daß CTFTF die Mittelpunkte der Seiten BC, 
CA, AB sind. 

10. Die Punkte U, F, W mögen wie vorhin gelegen sein; 
man verlangt dagegen, daß der Umfang des Dreiecks ein 
Minimum werde. 

Setzt man zur Abkürzung FTF = t*, TFZ7 = t?, UV=^w, so 
erhält man die Bedingungen 

x — (c--z)co8ß a — x — ycosy 

V w 

y — (a — x)co8y b — y — zcosa 

w tt ' 

z — (J> — y) cos a c — z—xcosß 

welche geometrisch bedeuten, daß 
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LBUW^LCUV, LGVU^LÄVWy LAWY^^LBWU 

sein muB. Hieraus ergibt sich weiter 

LBUW^a, LCVU=ß, LAWy-^y\ 

die Punkte U^ 7, W sind folglich die Fußpunkte der Höhen des 
Dreiecks ABC, 

11. Um den gemeinschaftlichen Mittelpunkt sind mit den 
Badien a, &, c drei Kreise beschrieben; auf der Peripherie des 
ersten Kreises ist ein Punkt X zu wählen, ebenso auf dem zweiten 
£j*eise ein Punkt !F, auf dem dritten ein Punkt Z; es sollen nun 
diejenigen X, Z, Z ermittelt werden, för welche die Fläche des 
Dreiecks XYZ ihren Maximalwert erreicht. 

Bezeichnet man wie folgt 

z.roz = i, Lzox=^fi, z.zor = f = 27c-(5 + i?), 

so erhält man als Dreiecksfläche 

Y{hcsin^ + casinri — ahsin(^ + fj)] 

und hieraus die Bedingungen 

cos| coari cosi 
a h c 

Der gemeinschaftliche Wert der drei unbekannten Quotienten sei 
— ; es bestimmt sich dann u durch die kubische Gleichung 

w«~ (a*+ h^+ c«)w + 2ahc = 0, 

und nachher finden sich |, 17, ^ mittelst der Formeln 

Die obige kubische Gleichung besitzt drei reelle Wurzeln, und es 
ist daher zu untersucheii, ob jeder derselben eine Lösung der 
Aufgabe entspricht. 

12. Die Punkte XYZ mögen wie vorhin gelegen sein, da- 
gegen verlangt man, daß der Umfang des Dreiecks XYZ ein 
Maximum werde. 

Versteht man unter §, ij, ^ dieselben Winkel wie vorhin und 
unter x, ^, z die Dreieckseiten FZ, ZX, X7, so erhält man die 
Bedingungen 
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ciini asini ewnri hsint 



1 



X s y e 

ans denen heryorgeht, daß der Mittelpunkt des dem Dreiecke 
XYZ eingeschriebenen Kreises sein muB. Der Radius des letz- 
teren heiße r; die yorigen Bedingungen lassen sich dann in 
folgender Form schreiben 

acosi =- hcosfi =- ccosi^ — r. 

Für r erhält man eine kubische Gleichung, welche der in Nr. 11 
Yorkommenden ähnlich wird, wenn man ihr folgende Oestalt gibt 

\r) W^ 6»^ cV r abc "' 
nachher ist 

T T T 
CO«S=» 1 COSfl =^ — -Ti cost^ 

* a ' 6 • c 

13. um den gemeinschaftlichen Mittelpunkt hat man mit 
den Badien a^ h^ c Kreise beschrieben tmd an jeden der letzteren 
eine Tangente gelegt; diese Tangenten mögen sich in den Punkten 
X, F, Z schneiden. Es soll nun die Fläche des Dreiecks XYZ 
zu einem MinimuTn gemacht werden. 

Wenn die gegebenen Kreise die entsprechenden Seiten YZj 
ZX, XY berühren, so ist nach leicht verständlicher Bezeichnung 
die Fläche des Dreiecks gleich 

(a8inX4-b8inY4-C8inZ)* -, /^ /^ . -.tn 

^^ . . ' . ^'. _, — - und Z = TT — (A + Y). 

^smXstnYstnZ ^ ^ 

Hieraus ergeben sich die Bedingungen 

asinX = hsin(2X+ Y) + csin{X+ F), 

bsinY^a$m{X+ 2Y) + csm(X+ F), 

oder — — „ 

€08 X cosY cosZ . 

a b c 

Nennt man — den gemeinschaftlichen Wert dieser Quotienten, 



so ist 


u^-{a^+b^+(^)u-2abc-'0 


und nachher 


^ 




C03X=^—i cosY^—t cosZ = '- 
u u u 



14. Die Punkte X, Y, Z mögen wie vorhin entstanden sein, 
dagegen verlangt man, daß der umfang des Dreiecks XYZ ein 
Minimum werde. 



— I 
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Der Umfang des fraglichen Dreiecks ist 

Q> + c)cot\X+ (c + a)cot\ T+(a + l)cot\Z, 

er wird ein Minimum unter den Bedingungen 

6 + c c-\-a a-\-h 



Setzt man 



««n'-|-X 



8m^\ Y 



8in^\Z 



und den gemeinschaftlichen Wert der vorigen drei Quotienten 
80 erhalt man f&r v die kubische Gleichung 



^v\ 



v 



und nachher 



sm\X 



öj • 1 -fr ^ 



8 V 



Fig. 80. 



15. In der Horizontalebene ABC (Fig. 80) ist um den 
Punkt C eine kleine Fläche beschrieben, und diese wird von 
einer Lichtquelle P beleuchtet, 
welche sich in der festen Ebene 
ABB bewegen läßt; bei wel- 
cher Lage Yon P erhält jene 
Fläche die stärkste Beleuch- 
tung? 

Für CA^a, 

CB^h, 

CD^h 

und wenn CA^ CB^ CD als B^ 
Koordinatenachsen genommen 

werden, ergeben sich die Be- ^^ / 

«.gmgm ■■■-'" 

ä»'(l-f-f)*-'*-'^-»°'(l-f-f) 




-M'-?-f) 



Diesen entspricht folgende Konstruktion: Man lege die Ge- 
rade CF senkrecht zur Horizontalspur AB der gegebenen Ebene 
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und koiiBtmiere in der Ebene DCF einen Kreis, weicher die Ge- 
rade CD in C berfihrt nnd ^CF zmn Radius bat; dieser Kreis 
schneidet die Gerade DF in den gesuchten Punkten P und P'. 

Legt man in der Ebene DCP durch P senkrecht zu C^ 
eine Gerade, welche CD in Q schneidet, und konstrnierl; man 
femer in P die zur Ebene ABB gehörende Normale, welche C72> 
in R trifft, so ist C7Q » ZGB und analog CQ^^ SCB'. 

16. Die vorige Angabe werde dahin yerallgemeinert, daß 
der Punkt C auf der x- Achse eines rechtwinkligen Koordinaten- 
systems der OZ, OF, GZ in der Entfernung GC = c liegt, und 
daß sich die Lichtquelle auf einer durch die Gleichung e » f(Xy y) 
bestimmten FlAche bewegt; man sucht wieder das Maximum der 
Beleuchtung der kleinen um C in der a;y- Ebene beschriebenen 
Fläche. 

Die Koordinaten von P bestimmen sich aus der Gleichung 
der Flftche yerbunden mit den beiden Bedingungen 

{x - cy + y» + /?• 

, dz . dz 

x — e + z^- y + z^- 

dz dz 

dx dy 

Zieht man CDU GZ und legt in der Ebene DCP durch P 
senkrecht zu CP eine Gerade, welche CD in Q schneidet, so be- 
deuten die obigen Bedingungen, daß die durch P gehende Nor- 
male der Mäche gleichfalls die Linie CD in einem Punkte B 
schneidet und daß CQ = %CB ist. 

17. Beziproke Maxima und Minima. Wenn eine Glei- 
chung von der Form 

u — v^- F(xj y, ^, . . .) 

stattfindet und es frei steht, die eine oder andere der beiden 
Größen u und v konstant zu nehmen, so liefern diejenigen Werte 
von a;, y, iß?, . . ., welche F(Xj y^ z . . .) zu einem Maximum oder 
MinimuTTi machen, einerseits das Maximum (resp. Minimum) von 
u bei konstantem t?, anderseits das MiniTnum (resp. Maximum) 
Yon V bei konstantem u. 

18. Aus einem Rechtecke und einem daran gesetzten gleich- 
schenkligen Dreiecke ist ein Fünfeck konstruiert; die gemeinschaffc- 
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liehe Basis des Bechtecks und des Dreiecks sei 2p, die Bechtecks- 

h h 

höhe Ä, die Dreieckshöhe Äj, femer — = a?, — = y, endlich U der 

Umfang, V der Flächeninhalt des Fünfecks; es ist dann 

El = , (i+a;+yi+y^)' 

oder 

Das MiTn'mnnn der Funktion rechter Hand tritt ein, wenn die 

beiden Bedingungen 

1 1 

'0, 



2 vi 



= 



1+x+yvfp yr+jp ^^+y 

erfällt sind. Aus der ersten folgen die Belationen 

l-(a;-l)» vri—1 l + (a^-l)* 

nachher liefert die zweite Bedingungsgleichung die Werte 

oj = 1, rc == 1 H — -=1 

von denen zwei nnbranchbar sind, weil y einen positiYen end- 
lichen Wert erhalten solL Für 



X 



= 1 + 4-' 3^ = -4' t/i+7 = 



2 



i/8" ysT i/s" 



wird nun U ein Minimuni bei konstantem F, und umgekehrt]J| F 
ein Maximum bei konstantem U. 

19. Ein Körper bestehe aus einem geraden Ejreiscylinder und 
einem darauf gestellten geraden Kreiskegel, dessen Basis mit der 
einen ebenen Flftche des Cylinders zusammenfällt; der Oylinder 

habe den Badins r und die Höhe ^, der Kegel die Höhe h^] es 

h h 

sei — = aj, — =»y, die Oberflache des Körpers = CT, sein Volumen 

= F; man hat dann 

El o^ (l + 2a: + T/l+^V 



HvT«« ergibt Beb« ^aA & W€ri» 






TOB r bei koesasScB r. 



M. Am die cne ebcM Endfidke 

n dieaadcR 



Bkms folgt, daB die Werte 



das ITnimum Toa C befcTB bei koBStxntem F «cd wgiririi du 
Haxinmin tob F bei kossoston r*. 



§34- 



L Wenn ^(x, jr) zu cüem Vairmmn oder IfiiiTinin giiniflit 
vsA dabei die Bedingung ^(x, jf) »» crfulh wdea aiA, so 
könnte man am der letzten Gleichimg jf als Pnnklion T«m x ent- 
wiek^fai vnd diesen Wert in -Fix, jr) snbstitiiieren, so daß man es 
nnr no^ mit einer Funktion der einen unabbSngigen Yaziabeln x 
xa tun bat; meistens ist es aber besser, sowobl ^(x, jf) als die 
Bedrngungsgifarhung zn differenzieren, wobei jf als impliiits Fimkticm 

dv 
Ton X gut, und na<rhber -^ zu eUminieraL Man «bih dami zwei 



Gleichungen mit den beiden Unbekannten x und jf. 
1. Auf dem positiTen Quadranten der Ellipse 

©'+ (f )'- • 

soü der Punkt xjf so bestimmt werden, daß die Fliehe des 
Becbtecks ans x und jf am größten snsftllt. 



§ 34. Maxiina tmd Minima mit Nebenbedingongen. 269 

Es ist hier 

und zufolge der Ellipsengleichung 

dy b^x 

dx a^y"* 

nach Substitution dieses Wertes in die vorige Gleichung hat man 
die beiden Gleichungen 

?* o. ^' — 1 ?* — y_' 
a« "^ &» "" ■^' a* "^ 6« 

und erhält daraus 

a h 

Das Maximum von xy beträgt hiemach -|-a2). 

2. An die vorige Ellipse ist im Punkte xy eine Tangente ge- 
legt, welche die Koordinatenachsen OX und 07 in den Punkten 
U und V schneidet; man soll den Berührungspunkt so bestimmen, 
daß die Diagonale des Eechtecks aus OUuud OY ihren Minimal- 
wert erreicht. 

Es handelt sich hier um das Minimum von 



dieses tritt ein für 






^=1/^' y-V^^ 



wonach der Punkt xy derselbe ist wie in Nr. 33, § 32. Das 
Minimum der Diagonale beträgt a '\- h. Bezeichnet 8 den Mittel- 
ptmkt und zugleich den Schwerpunkt der Geraden Z7F, so gelten 
die obigen Formeln auch fOr das Minimum von 08 j welches also 
dem arithmetischen Mittel aus a und b gleichkommt. 

3. Man verlangt den kleinsten und größten Badiusvektor, 
d. i. die Halbachsen einer zentrischen Linie zweiten Grades, 
welche durch die Gleichung 

Ax^ + By^+2Gxy=-K 
bestimmt ist. 

unter Voraussetzung eines schiefwinkligen Koordinatensystems, 

dessen Koordinatenwinkel y ist, hat man 



1 



?70 






^9 A. 






SiaojDEzt man kiem die Glockimg der Ksrre in der Form 

x.ix+Cy +|r'^jr + Cx)«jr 
nrA fetzt fl&r den Aagoibli^^k 

^x -i- Cw « «, ^y + Cx « r, 
fo ethih maa f&r die Unbekaumten « und r die Wert» 

^^ Jgr-x^ycr^r. ^ ir:x-fyo«7} ^ 

x*-ry*-i-2xy€«*7 r* 

"^x' + y'-f 2xy«»7 H 

ITa^h Beftrtntion Ton Äx + Cy för ii und Tim Bff + Ox fiir r 
eDistehiOi die Gleiehnngen 

(^r*— Ä)x + (Cr*— Keosj)y = 0, 

(Cr* — Ä'öo«y)x + (5r*— jr)y « 0, 

ans welchen durch Elimination von x und y folgt 

(^r*— Z)(5r*- E) — (Cr*— Kcosyf^ 
oder 

(^j5 — C«)r*-(^+J?— 2 Cco8y)Kf^ + Ä:*«m*7 = 0. 

IHefe Gleichang bestimmt die Maximal- nnd Minimalwerte Yon r. 
Für C* — AB < sind alle vier r reell und zn je zweien ent- 
gegengesetzt gleich; ftlr C* — AB > gibt es nnr zwei reelle 
einander entgegengesetzte r. 

4. Von einem gegebenen Punkte a^ soll die kflneste oder 
längste Linie nach einem Punkte xy der Parabel gezogen werden, 
welche durch die Gleichung 



§ 34. Maxima und Minima mit Nebenbedingongen. 



271 



y = 



2c 



bestimmt ist. 

Man hat in diesem Falle die Gleichungen 



*-« + (y-^)^ = o, 



dy 
dx 



X 

— » 
c 



welche geometrisch bedeuten , daß die gesuchten Geraden normal 

zur Parabel liegen. 

X dv 

Die erste Gleichimg wird durch Substitution von — statt ^ 



c(x-^a) 



X 



-ß-y. 



und wenn man den unbekannten Wert beider Seiten dieser Gleichung 

mit u bezeichnet, so ist 

Ca 



X = 



y=^ß — u 



Ca' 



c — u 
und vermöge der Parabelgleichung 

5 = w + 4-' , ^"^ ., • 
^ ^ (c — uy 

Aus den Formeln for x und y geht hervor, daß x und y 
ebensoviel reelle Werte haben, 
als die vorstehende kubische 
Gleichung reelle Werte von u 
liefert. Um hierüber unab- 
hängig von der Theorie der 
kubischen Gleichimgen zu ent- 
scheiden, betrachte man die 
allgemeinere Gleichung 



v^w + T 



ca' 



2 (C-W)« 

als Gleichimg einer in recht- 
winkligen Koordinaten u und v 
ausgedrückten Kurve und imter- 
suche deren Verlauf nach den 
gewöhnlichen Regeln. Man fin- 
det, daß diese Kurve aus zwei 
getrennten Zweigen besteht 
(Fig. 81), deren erster von w = - 
beständig steigt, also bei OG 




oo, t; = — oo bis w = c,t? = -foo 
= c eine vertikale Asymptote CC 
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kU, wüiroftd der zweite emen im te i ea yiilwiii»^H/^»if|F»»W f 
sitzt, demen Koonfinatpn cnd 

Die Fnige« wmm r = ß wizd, ist mm 
wiefiel Punkte eine in der H5he ^ permlM 
gdegte Gende ndt der betnditeten Kmre gemein bat; damt Unt 
aber ein Bbek aaf die Figur, daß die Aimbl der 
Punkte 1, 2 oder 3 betragt, je narJidpm ß kleiner, g^eidh 
gr&ßer als DE ist. Die obige knhisdie Gkidmng fiir u Iwilai 
demnach 1, 2 oder 3 reelle Wurzeln, je nachdem 

oder 

27ea^^S(ß — cy 

ist. 

Geometrisch bedeutet diese ünteradieidnng, daS toh dem 

Punkte mß dne, zwei oder drei Xormalen zur Parabel gesogen 

werden können, je nachdem jener Punkt anßcriialb, auf oder 

innerhalb der ParabeleTolnte Uegt. Im letzten Falle Teisehwindet 

die algebraische Somme der Absdssen der drei PttrabelpankAe, 

nach weldian die Normalen gehen, was ein einfaches Mittel gibt, 

imi za zwei solchen Normalen die dritte zu konstarnieren. 

5. Dordi einen gegebenen Punkt aß soll die kfiraeste oder 
längste Glerade nadi einem Punkte der Ellipse gezogen werdein, 
welche durch die Gleichung 

— -4- — « 1 

bestimmt ist 

Die gesuchten Linien sind die durch den Punkt aß gehenden 
Normalen der Ellipse; die Koordinaten ihrer Endpunkte müssen 
außer der EUipsengleichung noch der Bedingung genfigen 

a\x-a) ^ h^iy-P) 
X y 

Bezeichnet man mit u den unbekannten g^TnftiT^ff^l'*-ftli<^h«fn 
Wert dieser Quotienten, so hat man 
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a^a 



6*ö 



und yermöge der Ellipsengleichung 



a»a« 



Jede reelle Wurzel dieser biquadratischen Gleichung liefert ein 
reelles x und ein reelles y\ es gibt daher so viel Normalen durch 
den Punkt aßy als die vorliegende Gleichung reelle Wurzeln besitzt. 
Um die Anzahl derselben rasch zu finden, betrachte man die 
allgemeinere Gleichung 



V 






(a*-u)» ' (6*-t4)« 



Fig. 82. 




als Gleichung einer auf rechtwinklige Koordinaten u und v be* 

zogenen Kurve. Letztere besteht aus drei getrennten Zweigen 

(Fig. 82); der erste Zweig 

hat die Abscissenachse zur 

horizontalen Asymptote und 

steigt bis zu einer zur Ab- 

scisse J? = 6* gehörenden 

vertikalen Asymptote J?J?'; 

der zweite Kurvenzweig geht 

von der Asymptote BB'his 

zu einer zur Abscisse OÄ==^a^ 

gehörenden vertikalen Asymptote ÄÄ' und besitzt einen unteren 

Kulminationspunkt JE7, dessen Ordinate DE=^ durch die Formel 

c 

bestimmt ist; der dritte Zweig geht von der vertikalen Asymptote 
ÄÄ^ abwärts und nähert sich der Abscissenachse als seiner Asymp- 
tote. Die Frage, wann v ^1 wird, ist nun einerlei mit der Frage, 
wie viele Punkte eine in der Höhe 1 parallel zur Abscissenachse 
gelegte Gerade mit der Kurve gemein hat; man übersieht augen- 
blicklich, daß zwei, drei oder vier solche Punkte vorhanden sind, 
je nachdem 1 kleiner, gleich oder größer als fi ist. Demnach 
besitzt die biquadratische Gleichung für u zwei, drei oder vier 
reelle Wurzeln, je nachdem 

SchlOmilch, Obungsbach. I. 5. Aufl. Ton Na«t8ch. 18 
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ist, und es geben also durch den Punkt a/3 zwei, drei oder vier 
Ellipsennormalen, je nachdem dieser Punkt außerhalb, auf oder 
innerhalb der EUipsenevolute liegt 

6. Man soll die analoge Untersuchung für die Hyperbel aus- 
fiUiren, bei welcher ein ganz ähnliches Resultat zum Vorschein 
kommt. 

n. Wenn T{x^ y^ z) so zu einem Maidmum oder Minimum 
gemacht werden soll, daß die Bedingung 9(0;, j^, ;er) = erfüllt 
bleibt, so hat man es mit einer Funktion von nur zwei unab- 
hängigen Yariabeln x^y zu tun, da z eine implizite Funktion 
von X und y ist. Mit Bücksicht hierauf bildet man die partiell 
nach X und y genommenen Differentialquotienten von JP, ebenso 
die von 9, und eliminiert die hierbei yorkommenden Differential- 

quotienten -^ und ^; man erhält dann drei Bedingungsgleichungen 

für fl?, y und z, 

7. Auf dem positiven Oktanten des Ellipsoids 



(f )•+ (i)'+ (s- 



soll der Punkt xyz so bestimmt werden, daß der Inhalt des 
rechtwinkligen Parallelepipeds.aus x^ y, z möglichst groß ausfällt. 
Es ist hier F(x^ y, z) == xyz^ 

dz c^x dz c^y ^ 

dx a'^z dy 6*0' 

substituiert man diese Werte in die zwei vorhergehenden Gleichungen 
und beachtet, daß x ^== und y = Minima geben, so erhält mEui 

a h c 

Das Maximum von xyz beträgt — =:• 

8. An das vorige Ellipsoid ist im Punkte xyz eine Berührungs- 
ebene gelegt, welche die Koordinatenachsen OZ, OZ, OZ in den 
Punkten CT, F, W schneidet; man soll den Berührungspunkt so 
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bestimmen, daß die kdrperlicbe Diagonale des Parallelepipeds aus 
OU^ OV, OW ibren Minimalwert erreicbt. 

Es bandelt sieb bier nm das Mim'Tnnni yon 

^(«.y»^) = ^i + p + ^; 

dieses tritt ein für 



Das Minimum der Diagonale beträgt a + h + c. 

Bezeicbnet 8 den Sebwerpunkt der Fläcbe des Dreiecks UVW^ 
so gelten die obigen Formeln aucb für das Minimum von 08^ das 
also dem aritbmetiscben Mittel aus a, &, c gleicbkommt. 

9. Auf dem vorigen Ellipsoid sucbt man denjenigen Punkt 
xy0, für welcben die Fläcbe des Dreiecks ZJFTT am kleinsten wird. 
Gibt man der Ellipsoidgleicbung die Form 

so bandelt es sieb um das Minimum von 

F{x, y, z) j^^^^p ; 

die Bedingungen ^— = und -k— = fübren zu den Gleicbungen 

Ax^{A?x^ + B^y^) = Gz^iC^z^ + B^y% 
By\B^y^ + Ä^ic") = Gz^ (G^z^ + Ä^x^), 

die sieb sjmmetriscb scbreiben lassen 

igV + CV _ C*z*+Ä*x* ^ Ä*x*+B*y\ 
Ax^ By^ Cz* 

Bezeicbnet T den gemeinscbaftlicben Wert dieser drei Quotienten, 

so ist 

B^y^+G^z^ = TAx\ 

G^z^ + A^x^=^TBy\ 

A^x^+B^y^^TGz\ 

man bat demnacb, mit der Ellipsoidgleicbung zusammen, vier 
Gleicbungen zwiscben den Unbekannten Xy y^ z^ T. Durcb Sum- 
mierung der letzten drei Gleicbungen folgt 

A^x^ + B^y^+G^z^=^\T; 

18* 
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subtraliieft man hiervon der Beihe nach jene drei Gleichungen, so 
erh&lt man 



endlich wird durch Substltation dieser Ausdrücke in die yorher- 
gehende Gleichung 

Ä , B , C 



T+A ' T+B • T+C * 
oder 

T^^(BC+CÄ + ÄB)T-'2ABG^0, 

Nur die einzige positive Wurzel dieser Gleichung ist hier brauch- 
bar; die vorhergehenden Formeln bestimmen dann x^ y^ g. 
Als Minimum der Dreiecksflftche ergibt sich der Wert 



ry(' + i)(' + l)(' + a 



10. Unter Voraussetzung positiver A^ B^ C sei die Gleichnng^ 
einer Flftche 

Ax^ + By^ + Cz^ =• 1, 

man sucht wie vorhin das Minimum der Dreiecksflache, welche 
von den Spuren der Berührungsebene eingeschlossen wird. 
Es ist hier 

F{x, y, z) = A\ye)i + B\zx)^ + C\xy)^, 

und daraus ergeben sich die Bedingungen 

AB^xi+{A^-' C^)yi-B^Cz^^ 0, 

(J?» - C^)x^ + A^By^ - A^Cz^ = 0, 

man hat also zusammen drei Gleichungen, die in Beziehung auf 
rr», ^8, jE?8 linear sini Mit Hilfe der Abkürzungen 

A! ^B^+G^^ A^, 

2> = 2 (J?»05 + G^Ä^ + A^B^ - {A^ + B^+ G^ 
findet man 
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t/MU'\8 t//J5«JB'\3 i//C"C'\8 

^-^yi-^j' ^^-yi"^)' ^=yl^ 

und als Minimum der Dreiecksfläche UYW 

Erteilt man der Flächengleichung die Ponn 

und versteht unter a^ 1)^ c^ Je positive lineare Konstanten^ so err 

hält man als Minimum 

1 ^ ^* 

worin A die Fläche des aus den Seiten a, h^ c konstruierten 
Dreiecks bezeichnet. 

11. Man verlangt den kleinsten und größten EadiuBvektor 
einer zentrischen Fläche zweiten Grades, welche, bezogen auf ein 
rechtwinkliges Koordinatensystem, durch die Gleichung 

^0?^+ By^+ Cz^+ 21)yz + ^Ezx + 2Fpcy=^ K 

> 

bestimmt ist. 

Da hier JP(a?, y, z) = Y^^ -{- y^+ z^ =« r zu einem Maximum 
oder Minimum gemacht werden soll, so müssen erstens die Glei- 
chungen gelten 

. dz ^ , dz f. 

femer erhält man aus der Gleichung der Fläche, wenn die Ab- 
kürzungen 

Ax + Fy + Ez^u^ 

By + Dz + Fx^v, 

Gz + Ex + Dy^w 

dz u dz ^ v^ 

dx w dy ^w 



eingefOhrt werden. 



also zusanmien 

u V w_ 

X ~~ y^ z* 

Wie man sieht, ist diese Aufgabe die nämliche, welche schon in 
§23, Nr. 6 gelöst wurde. Benutzt man wieder die Zeichen 
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80 erhSlt man zur Bestmunung der gesuchten Werte von r die 
folgende Oleichnng sechsten Grades 



EF r" . FD r* . DE r 



t 



I TP ' TT TkJr^t 1 



D K^Lr^^ E K-Mr* ^ F K-Nr* 

12. Von einem gegebenen Punkte aßy soll die kOrzeste oder 
längste Grerade nach einem Punkte xyz des elliptischen Para- 
boloides gesogen werden, dessen Gleichung ist 

Die Bedingungsgleichungen fOr den Eintritt des Maximums 
oder Minimums Ton 



Fix, y, z) « y{x - «)? + (y - py + (xr - yy 
sind hier 

X ^ y / » 

oder, wenn u den gemeinschaftlichen Wert dieser drei Ausdrucke 

bezeichnet, 

aa hß 

Substituiert man diese Werte in die Gleichung der Fläche, so 
erhält man för ti die Gleichung fa,nften Grades 

die sich zwar algebraisch nicht auflösen läßt, fQr welche aber 
doch die Bedingungen angegeben werden können, unter denen sie 
eine, zwei, drei, vier oder fünf reelle Wurzeln besitzt. 

Man betrachte nämlich die allgemeinere Gleichung 






als Gleichung einer auf )*echtwinklige Koordinaten v. und v be- 
zogenen ebenen Kurve imd untersuche mit Hilfe von x" = *'' mid 
g— , = t;" den Verlauf dieser Linie. Man findet, daß dieselbe aus 
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drei getrennten Zweigen besteht; der erste Zweig steigt von 
u = — oOy t; = — oo bis u=^ a, t;»= + oo und hat bei OÄ = a 
(Fig. 83) eine vertikale Asymp- Fig. ss. 

tote ää'^^ der zweite Zweig 
geht von dieser Asymptote ab- 
wärts, dann wieder aufwärts 
bis zu einer zur Abscisse 
OJB = 6 gehörenden zweiten 
vertikalen Asymptote J?JS'; der 
dritte Zweig geht von dieser 
Asymptote abwärts und steigt 
späterhin wieder bis w = oo, 
V = oo. Die Kurve besitzt 
demnach zwei imtere Kul- 
minationspunkte D und Fj 
deren Koordinaten ilj, ft^ und 
^2, ft2 heißen mögen und 
zwar so, daß die größere 
der beiden Ordinaten CD 
und EF mit (i^ bezeichnet 
wird. Nun sind A^ und X^ die beiden einzigen reellen Wurzeln der 
Gleichung 




= 1 + 



aa' 



+ 



(a-^xy ' (5~;l)»' 



die beiden zugehörigen ft bestimmen sich durch die Formel 

_ , , 1 f ««» hß* ] 

^""'^■^ M(a-X)«"^(&-lS)«r 

Eine in der Höhe v ^^^ y parallel zur Abscissenachse gelegte Ge- 
rade hat mit der obigen Kurve einen, zwei, drei, vier oder fünf 
Pimkte gemein, je nachdem 

ist, und die Gleichung ftinften Grades fOr u liefert, diesen Fällen 
entsprechend, eine, zwei, drei, vier oder fOnf reelle Wurzeln. Da- 
mit ist die Anzahl der in jedem Falle möglichen Auflösungen, 
d. h. die Anzahl der Normalen bestimmt, welche von dem Punkte 
aßy auf das elliptische Paraboloid herabgelassen werden können. 



*^' 



14. « OL 



mimn i 



«nisisnizitr 



r^r 



^ i- «= ^ * 



iiür If .Tiiimng fimi 



1- f-^ 






« asL gFmttii»Hr' . »ir:i:rn i flT 



r = 






,^-r *^i^ 



Of »- >jri»nTT?Tif seccsssL 



f^i' 



2- — » = 



^ = 1. 



jSL 



'tffi'aTTTg 



»-f= 



I- — » - 



r*-»* 



"rj*Ti'TrTTa' snfflr €C«ii2l 



»7 ■H'Witny 






jTi«rTT^««t'«l 



tr- 



:«:r. 



»5-»$ 






jSL 



«-—•. • 



l^-I» 



3&jr 



I » 



TTTTTWt 



>S .2 



J--i* 



»'/* 

1*-1 



C-! 



f^— I a 
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Eine in der Höhe f =» 1 parallel zur Abscissenachse gelegte Ge- 
rade hat nun mit der betrachteten Kurve zwei, drei, vier, fünf 
oder sechs Punkte gemein, je nachdem 

ist, und die bikubische Gleichung fdr u liefert, diesen Fällen 
entsprechend, zwei, drei, vier, fünf oder sechs reelle Wurzeln. 
Damit ist die 
Anzahl der in 
jedem Falle mög- 
lichen Auflösun- 
gen, d.h. die An- 
zahl der Normalen 
bestinmit, welche 
von dem Punkte 

a|3yaufdasEllip- A P 

soid herabgelassen werden können. 

15. Man soll die analoge Untersuchung ftir das einfache 
Hyperboloid ausführen. 

16. Es wird eine gleiche Untersuchung für das geteilte 
Hyperboloid verlangt. 

17. Zwei Parabeln sind gegeben durch ihre Gleichungen 




y 



_ 
2ä 



, i?»=2Z^g; 



man soll auf der ersten Parabel den Punkt P, auf der zweiten 
den Punkt 11 so bestimmen, da0 die Entfernung PU ein Maxi- 
mum oder Minimum wird. 

Ninmit man x und ^ als unabhängige Variable, so hat man 
für das Maximum oder Minimum von PJ7 die Bedingungen 



«-i+cy-»»)!! 



0, a!-S + (y-ij)|| = 0; 



die hieraus folgende Gleichung 

dx di 
zeigt, daß P27 eine gemeinschafUiche Normale beider Parabeln 

sein muß. Vermöge der Werte von ^ und -rr 
Gleichung 



wird die letzte 
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mid weon man den gemeimdiaftlifhep Being beidrr Qmriiadem. 



mü « bezeiclmet, so ist 



««. n = i' 



an* ^ » 
naeh Sobstitation dieser Werte Terwindelt sidi die Gkidnoig 

X 



*-S + Ör-ij)^-0 



Gleidmn^ 



a a 



Um die An74ih1 ihrer reellen Wurzeln za %suisaL^ denke man sidi 

V = ^ , , ^ nnd t? = — 

als Gleicfanngen einer Kmre und einer in dar H6he — parallel 



zur tf' Achse gelegten Geraden; die Disknssion der Kurve zeigt, 
daß ihre Ordinalen Ton v =^ — oo Iris t7=»-|-oo kontininerHcli 

wadisen, daß also der Spezialfall v =^ — nnr einmal Yorkommen 

kann. Die beiden Parabeln haben daher jederzeit eine, aber andi 
nur eine gemeinschaftüche Normale. 

Für & = a wird 

18. Eine Ellipse und eine gleichseitige Hyperbel sind gegeben 
durch ihre Gleichungen 

^*+^T=l «nd |i, = ft«; 

man soll anf der ersten Kurve den Punkt P, auf der zweiten den 
Punkt n 80 bestimmen, daß die Entfernung PH ein MaTimum 
oder Minimum wird. 

Betrachtet man x und § als unabhängige Variable, so hat 
man für das Minimum yon Pil 
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mithin , , 

dy dri 

dx^ d^ 

woraus hervorgeht, daß die Gerade PJT normal auf beiden Kurven 

dij ■ dfi 
sein muß. Zufolge der Werte von r^^ und ^ ist weiter 

t ax »5 

a»(a?-|)_ b\y-7i) a* _ 6« 



X y xi yn 

Nennt man . u den gemeinschaftlichen Wert der beiden ersten, 
V den gemeinschaftlichen .Wert der beiden letzten Quotienten, so 
findet man 

und aus den jQleichungen der Kurven . 

et» . 6> 



Die Elimination von t; würde eine bikubische Gleichung für u 
liefern, aus der sich u^ dann t?, o;, y^ I9 i? finden ließen; man 
tut aber besser, die vorstehenden Gleichungen als Gleichungen 
zweier in rechtwinkligen Koordinaten u und v ausgedruckten 
Kurven zu betrachten und deren Durchschnitt aufzusuchen. Unter 
der Voraussetzung a <^h existieren nur zwei reelle Durchschnitte, 
für deren Koordinaten t«^, v^j u^j v^ folgende Bemerkungen gelten: 

— 00 < i^i < a*, 5* <; ^2 < + <^» 

Die weitere Disku^ssion über die Realität von x, y^ ^^ ri bietet 
keine Schwierigkeit. 

19. Ein Ellipsoid und eine Mädie dritten Grades sind ge- 
geben durch ihre Gleichungen 
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ff 
a 



i + « + S-l und 5nt-t»; 



man soll auf der ersten Flftdie den Punkt P, anf der zweiten 
den Pnnkt n so bestimmen, daß die Entfemong PH ein Mud- 
mnm oder Minimum wird. 

Nimmt man x, y, |, 1} als unabhängige Yaziable, so bat 
man die Tier Oleidinngen 

die hieraus folgenden Eelationen 

dx di dy d-q 

zeigen, daß Pil eine gemeinschaftliche Normale beider Flächen 
sein muß. YermOge der Werte der vier auftretenden partiellen 
Differentialquotienten erhält man weiter 



a^{x- 

X 


-e 


y 


n) 


e' 








«1 


6« 

yn 


- 









oder, wenn man u den gemeinschaftlichen Wert der ersten drei, 
V den der letzten drei Brüche nennt. 



a* . ft* • c* 



Aus den Gleichungen der Flächen ergeben sich nun f&r u und v 

folgende Oleichungen 

a« , 5« , c» 

. (a«~u)(&«-u)(c»-u) 
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welche für u allein eine Gleichung zwölften Grades liefern. Bb^ 
trachiet man aber die vorstehenden Gleichungen als Gleichungen 
zweier sich schneidender Eurren, so findet man leicht, daß es 
für u und v nur vier reelle Wertepaare gibt, nämlich, wenn 
a ^Ch <Cc vorausgesetzt wird, 

— oo <Wi<a*<tljj<&*<t«3<C*<W4< + oo, 

Vi>0, V2<0, v^>0, v^<0. 

Die weitere Diskussion über die Realität der entsprechenden 
^9 yj ^j If V^ t bietet keine Schwierigkeit. 



Kapitel XL 



Unendliehe Belh^n. 

§35. 
Die Entstehung nnendliclier Beihen« 

Die Summe der ans n Gliedern bestehenden Beihe 

Wo + «*i + «2 H H Wn-l 

sei bekannt und beiße Sn'^ trifPt es sieb nun, daß 8n bei unendlich 
wachsenden n sich einem bestimmten endlichen Grrenzwert S nähert, 
so geht die Gleichung 

Är» = Wo+Wi + i«2H ^- ^n-i 

in die folgende über 

dann heißt die Beihe konvergent, 8 ihre Summe. Ist d^igegen 
LimSn keine bestimmte Größe, so heißt die Beihe divergent 
und sie hat dann keine Summe. 

1. um die Beihe 



12 ' 23 '84' ' n(n+l) 

zu summieren, benutze man die identische Gleichung 



ff»(w-|-l) ff» ff»-fl' 

man findet 

i_.J L + J. . _L + ... . _J_ 

n+l 12 ^2-3 ^3-4^ ^n(n + l) 
imd für « = oo 

1 = — + — + — H 

1. 2^2-3^8. 4^ 
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2. Auf ähnliche Art sollen die folgenden Gleichungen be- 
wiesen werden: 

o: aj(a; + l) "^ (a; + l)(a; + 2) ■*" (aj + 2)(a? + 3) "^ ' 

3. Mittelst der identischen Gleichung 

(a? -f- w) (a; -f w + 1) (a? + w + 2) 

= if ! \ -1 

2 l(a; + m)(a; + w+l) (a? + w + l)(a; + w + 2)J 

erhält naan 

JLf_l \ _| 

a;(a; + l)(a;-f-2) "^ (a;+l)(a? + 2)(a? + 3) "^ 

1 
+ 



+ 



(o? +n— l)(a; + n)(a? + n +1) 
1 



2a;(a?-|-l) a?(a? + l)(a! + 2) ' (a?+l)(a; + 2)(Ä + 8) 

+ (ar+2)(a: + 3)(ic + 4) + --* 
4. Setzt man in der identischen Gleichung 

_1 2^ 1 

z-X z^—1 ^ z + 1 

der Eeihe nach z =^ x^ a?*, x\ v% , . . a?^***"" \ multipliziert die ent- 
stehenden Gleichungen der Beihe nach mit 1, 2, 4, 8, . . . 2"""^ 
und schreibt kurz p för 2**""^, so erhalt man durch Addition 

1 2p _ 1 ^_2_^_^__^ _^ p 



X-1 X^P"! X+1 X* + l X^+1 ißP+l 

Für n = oo wird hieraus unter der Bedingung a? > 1 

1^1,2,^,8. 
x-1 x+l"^ x^+1 "^ x^+1 "^ajs+l "^ ' 

far a? ^ 1 divergiert die Eeihe. 

5. Setzt man in der obigen identischen Gleichung der Reihe 

i i_ i_ ^ 

nach e = a;2, a?*, a;», . . . a;«, wo 2=2** ist, so erhält man auf 

ähnliche Weise 
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/ 1 \ X-1 liT^*i^«iT^ 

(a.T_i) **+l «*+l *»+l 



+ 1.-1 



und för n » cx>, falls o; Ton der Einheit rer^cliieden ist, 

^ ^ =.1 ^ I 1 _J_4.i ^ . 

lax Ä-l «-L^*x ^«x^ 
^ Ä«+l «*+! «•+! 

Abgesehen von ihrer Herleitnng gilt diese Gleichung auch f&r 
X ^Ij denn nach Nr. 22 in § 27, 11 erhftlt dann die linke Seite 
den Wert y, welcher (zufolge Nr. 11, s. u.) auch die Summe der 
rechtsstehenden Beihe ist. 

6. Mit Hilfe der goniometrischen Formel 

\ccftu — cot2u=^ \tgu 

erhält man für w = \xj \Xy \x^ . . . —x und för 2"= j 



2' 

X 



woraus för w = oo folgt 

7. Aus der identischen Gleichung 

X X 2x 

m m-j-2 X' -\- m {in -\- z) 

erhält man durch Addition der ffir m = 0, 1, 2, . . . n entstehenden 
Gleichungen und för n ==» oo 

« 2 2x 2x 

y + arctgx = arcig- + arctg ^,_^^^ + arcfg ^,^^^ 

2x 

Der Spezialfall x = 1 gibt 

S'jc 2 2 2 

— ^arctg^ + arctg^^ + arctg-^-i 
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8. Mittelst der Gleichung 

findet sich analog 
und speziell fttr a: = y 

Zieht man diese Gleichung yon der letzten Gleichung in Nr. 7 ab, 
so bleibt 

9. Falls die zn Anfang dieses Paragraphen betrachteten Sum- 
manden Uq^ m^, t<2) • ' • Logarithmen sind, etwa Um^^^^my so 
führt die Gleichung 

Ä = ^^0+ ?^*^i+ ^ö'^aH »» «V- 

zur Wertbestinmiung eines unendlichen Produktes, nämlich 

e^ =» Vq» Vj • t?2 • • • in in/. 

Beispielsweise folgt aus 

lg(l ^g^^lg(l^z)^ lg{l + z) 
die Summierung 

- ^i/ (1 - Ö + ?!/ (1 -?')=- ^i' (1 + f) +%? (1 + J^ + ^fl' (1+ ?*) 
worin p = 2"~^ ist; fBr «=00 wird unter der Bedingung f* < 1 

oder 

j^ = (1 + f) (1 + f») (1 + S*) (1 + £«).. ., 

wie man auch direkt mittelst der Gleichung 



1-z 
finden kann. 



l + i8? 
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Auf ganz analoge Weue ergibt sich für 2* » 9 

„(,_o_«,{,G_tT))-^(?^)+^(a^)+^(y^) 



+ 



und für M =- oo, fidls < {: < 1 ist, 



i)+^(i±5i)+^(i±2) 



oder 111 



,1 2 2 2 

Beträgt { mehr als die Einheit, so wird 

f-1 1+t* 1+i* i+g«" 

i^ft 2 2 2 ' 

auch für {; =» 1 bleiben diese Ergebnisse richtig. 

Differenziert man die Logarithmen der gefundenen unendlichen 

Produkte nach t nnd setzt dann t^—'i so kommt man auf die 

in 4 und 5 angegebenen Besnltate zurück. 

10. Für 2"» ^ läßt sich aus der Gleichung 

Igsinz — lg{2sin\e) = lgco$\g 

die folgende Summiemng herleiten 

gm— j = ^ C05 2" + ^ö' COS— + ^ C05 g- H hlgcos—^ 

welche für n »^ oo übergeht in 

Igsinx — Z^o? = lg cos -^ + %y cos j + 7^ c^s^ + 



ff^ s^ jy 

cgstnx — igx = igcos 
oder 



8inx XXX 

cos :^' cos— ' cos 



X 2 4 8 

Dasselbe Resultat ergibt sich direkt aus der Formel 



stnz z 

= cos—' 



^8in\z 2 



Differenziert man den Logarithmus des vorigen Produktes 
nach x^ so konmit man auf das in Nr. 6 entwickelte Resultat zurück. 
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11. Die Srnnmenformel für die geometrisclie Progression, nSmlich 

izi^ = 1 + 0? + »*+ «»+••• + «""^ 
1—« ■ 

gibt bei unendlich wachsenden n 

-z =»l + iC + «*+«*+•••» 

1 — X 

-1<»< + 1; 

für alle der zuletzt angegebenen Bedingung nicht genügenden Werte 
von X divergiert die Keihe. 

12. Multipliziert man die vorhergehende Summenformel mit x 
und differenziert das Produkt, so entsteht die neue Formel 

l-{n + l)x^ + nar-^'^ ^ l + 2x + 3x'+ 4.x^ + - "+ nx^-^ ' 
(l-x)* 

und bei unendlich wachsenden n"^ die Beihenentwickelung 

^j^, = 1 + 2 0? + 3 X« + 4 aj» + . . . , 

-l.<a?<4-l. 

13. Multipliziert man die vorhergehende Summe der endlichen 
Reihe mit x und differenziert, so erh&lt man 

= 1+ 4tx + 9a?*+16a:* + h «V"^ 

und für w = oo 

|ii^, ^l+4x + dx^ + 16a;» + • • -, 

-l<x< + l. 

Auf analoge Weise kann man viele ähnliche Eeihensummen 
ableiten. 



* Zur Ermittelung des Grenzwertes von '^{n) kann man sich hier 
und in mehreren späteren Fällen des Satzes bedienen, daß 'ip(n) gegen 
die Null konvergiert oder unendlich wächst, je nachdem der absolute 

Wert von Lim /[ — weniger oder mehr als die Einheit beträgt. Ist 

der letztere Grenzwert aber der Einheit gleich, so muß eine besondere 
Untersuchung über Limip{n) vorgenommen werden. 

19» 



IXÜi 
14. Eft kdeute T die usbekm:« Svene der av « Ti 



CA U ZU £:;de&, mnjrd^axjere man haßeaatM wai 

1 — 2xow9+x* 
ocd beadite aof der zeehteii 8eite die Gkidnmg 

2 <»$l9co$9 — «w(lr — 1)6 + «w(lr + 1)6: 

dann c^liilt man naeH gdijkiger Hebung 

a — 2x€0$d + 7?) r— 1 — xaw6 — Ä-awii6 + J5*+^a»(fi — 1)6. 

Hieraus ergibt sich TJ nnd es ist also 

• 1— areW~ag^eogn#+g^"^^ttit(» — !)• 

1 — «XCM^ + JP* 

— l + jr(»*6 + a^eo«2e + «'ö)«36H !-«—*«»(« — 1)6. 

Durch Übergang zur Grenze för nnendlich wachsende n wird 
hieraus 

Eine Folge Uerron ist die Glochmig 

j3^i^^^^. - 1 + 2(a.cas6 + a;«cas2e + x'o« 

-l<ir< + l. 

15. Behandelt man anf ganz ähnliche Weise die Gleidning 

F— xsind + x*mi2d + a^sinSd +• • •+ af~^Äin(n — 1)6, 

80 erhfllt man zunächst 

(l-'^xco8Q + x^V'-'XsinO — af'8innO + af+^sin(n'-i)dj 

mithin ^ ,^ 

X sine -- ar sinn s -}- af^"^^ sin (n^ l)e 

1 — 2XC0SB'\'X* 

— xsind + x^8in2d + x^sinZd +• • • + a?*~^Äi»(n— 1)0. 
Für n — oo gibt dies 

-; — r T-; — z — «mO + x^8in2d + a^$in3d+' • •♦ 

1— 2fl?C0«S-J-flJ' 

-!<«< + !, 
WO beiderseits o; gehoben werden kann. 
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16. Wir knüpfen hieran einige Bemerknngen über die ge- 
brochene Funktion 

1 

Setzt man zur Abkürzung 



wobei aber a^> /3 sein muß, wenn a und h reell bleiben sollen, 
so ist a + 6 = 2a, ab = /5, mithin 

1 ' ^ ^ ' 1 ^ 1 f g & I 

Im FaUe nun die absoluten Werte von a0 und hz echte Brüche 
sind, kann auf der rechten Seite die Formel 

' ::^l-\.X + X^+X^-\ 1 

-l<a;< + l, 

sowohl für d; ==> ajET als auch für x ^^^his angewendet werden; hier- 
durch entsteht eii^ Besultat von der Form 

und zwar ist 

Zur weiteren Entwickelung des Zählers läßt sich der bino- 
mische Satz für ganze positive Exponenten benutzen, wodurch 
entsteht 

also 

(7^=2«, 02=4«*— |3, C3=8a'— 4a|5, ... 

Unter der Bedingung, daß gleichzeitig 

«'>^i [(a-f}/c?^);f]'<l und [(a-y^^ir^)jVl 
ist, gilt also die Gleichung 

__L__ = 1 + 2«« + (4«»- py + (8«»- 4«^y + 



• • • 
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Die vorigen Schlüsse yerlieren ihre Anwendbarkeit, wenn 
cc^'Kß ist, mithin a und h imaginär werden. Da in diesem 
Falle ß positiv nnd V^> « sein muß, so kann man 

a n X 

Vß Vß 

setzen imd es wird dann 



1— 2a0 + ß^* 1— ^xcosB + 0?* 

Hier l&ßt sich nnter der Bedingung x' < 1 die letzte Formel in 
Nr. 15 anwenden, wodurch entsteht 

. o ^ü p t =-^[8ine+xsin2d + x^smSe + ar^sin^B'+'-] 
1— 2a5 + /?xf' wnO I ' ' ' J 

= 1+ C^z + C^e^ + C^e^ + " ' 
Der Wert von Cn ist 

" sine ^ ^ 

oder nach einer bekannten Formel (vgl. § 9, Nr« 3, am Schluß) 

^„«/^{(n + l\'CO^e - (n + l\'C0^-^d8in^d 

+ (n + 1)5- cos*»""*© sin^O }; 

durch Substitution der Werte 



Vß Vß 

wird hieraus 

C„==(w + lX.a«~(n + l),.a«-«(|3-a«) + (« + l)6-a«-*(/J-a')' 

-(n + l>.a«-«(^-a*)« + 

Unter den Bedingungen, daß gleichzeitig 

ist, gilt also die Gleichung 

1-2«Up^' °^ + ^"* ■*■ (4«*- ^>'+ (8«»-4«|J)^ + ... 

Die Koeffizienten von ;er, b\ e^j . . . sind hier dieselben wie 
früher, die Bedingungen für die Gültigkeit der Gleichung sind 
aber andere. 
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Wftre endlich ß — a\ so würde man &ac az = x auf eine 
frühere Stumnenformel zurückkommen (Nr. 12). 



§36. 

Die Konvergenz und Divergenz der Beilien. 

Wenn eine gegebene unendliche Beihe nur positive Terme 
enthält, so dienen folgende Sätze zur Beurteilung ihrer Konver- 
genz oder Divergenz. 

a) Die Beihe konvergiert, sobald von einer bestimmten Stelle 
an ihre Terme kleiner sind als die gleichstelUg^n Terme einer 
anderen als konvergent bekannten Beihe; sie divergiert hingegen, 
wenn ihre Terme größer sind als die entsprechenden Terme einer 
bekannten divergierenden Beihe. 

b) Die Beihe 

Wi+Wj + WjH 

konvergiert oder divergiert, je nachdem 

Lim ** 
u 

n 

weniger oder mehr als die Einheit beträgt. 

c) Falls der genannte Grenzwert » 1 ist, gibt das vorige 
Kennzeichen keine Entscheidung; man untersuche dann 



^M'-^)}' 



je nachdem dieser Grenzwert mehr oder weniger als die Einheit 
ausmacht, konvergiert oder divergiert die Beihe. 

d) Sehr häufig läßt sich mit Vorteil der Satz anwenden, daß, 
wenn u^ > i^ > ti^ . . . ist, die Beihen 



• • ♦ 



Wi + Wj + % + ^4 + ^ + 

und 

gleichzeitig konvergieren und divergieren, wie aus folgenden Sätzen 
hervorgeht. Wegen der obigen üngleichimgen wird 



f 
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*«i«<S+ + «u<««%. 

M IUI in dnrdi Additkm mid aüWlige HiimifiigHag toh «j 

<«!+ 14+ «, + «4 + 11^+ - - < 

dicM üiij^ciefaiiiigen Uefiem sofort den Beweis, daß die Reihe 
iij + %+tiB + '" konrargiart oder dirsgiert, je narfidem die 

Beihe u^ + 2«^ + ^«^-l konTOgmt oder di f iaym t ist 

Warn eine Beibe ans Tennen mit attemieieiiden YoReidian 
besteht) mifliin nnter der Form. 

ts — ««i + «S — «jH 

enthalten ist^ so konrergiert sie immer, sobald Ton öner bestimmten 
Stelle an jeder Term größer als der nadiste und wenn ngleich 
=-0 ist 

Beispiele. 



1. Die Beihe 

X + 2«»+ 3ir*+ 4a?*+ •• - 

konrergiert fttr ^<1 nnd divergiert in jedem anderen E&lle. 

2. Die Beihe 

- + — + — + — + ••• 

honyergiert für ic*<l und diyergiert för ic*> 1. Im Falle «*= 1 
ist zxL nnterseheiden, ob a; » — 1 oder « = + 1 ist Ffir x = — l 
konvergiert die Beihe, ftlr o; »» + 1 hingegen divergiert sie, wie 
man n. a, durch Addition der Ungleichungen 

4.4. LJL>8., 

nsw. 
beweisen kann. 
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3. Die Beihe 

^1^12^ 1.2-8 ^ 

konvergiert för jedes endliche x^ was am einfachsten durch An- 
wendung des unter b) angegebenen Satzes erkannt wird. 

4. Die Beihe 

^ I 1 I 1'8 a I l'8-6 Q , 
l + T^ + äTS* +2:r6* +•" 

konvergiert fftr a;*<l und divergiert fflr a?*>l. Im Falle 
a? = + 1 divergiert sie (nach c), im Falle o? = — 1 konvergiert sie; 
denn, wie sich in Nr. 12 zeigen wird, ergibt sich, sobald & < c ist, 

-'^*^c(c+l)(c + 2)...(c + n-l) "' 
und hieraus folgt für & =» y, c » 1, daß 



•^*^ 2.4.6... (2n) ^^ 



wird. 

5. Die Beihe 



■*"ä"*r"^2T4*"2"'^ 2T^'X'* 

konvergiert fftr a?*^l und divergiert för flj*>l. 
6. Die Beihe 

1« "1" 2« "^ 3« "^"' 



konvergiert für »*^ 1 und divergiert fOr ic* > 1. 
7. Die allgemeinere Beihe 



^ 4. ^* 4. ^" j_ 
lA* ^ 2^* ^ 3M ^ 



konvergiert (bei jedem ft) für iic*< 1 und divergiert flir a;*>l. 
Im Falle o; » — 1 konvergiert sie, sobald \k eine positive Oröße 

ist. Im Falle a? == + 1 erhält man (nach c) für — = d 
die Beihe 
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A + J. + i. + ... 

konyergiert also f&r f» > 1 und diyergiert f&r fft < 1. Ist f& === 1, 
so kommt man anf das zweite Beispiel znr&ck. 

Zu den letzteren, für x^' -{-1 geltenden Resultaten gelangt 
man auch mittelst des unter d) erw&hnten Satzes. 

8. Die Beihe 

+ .., , . ~r ••• 



^'Igi Zf^'lgZ 4t'*lg4: 

konyergiert f&r a;' < 1 und diyergiert fttr o^ > 1. Im Falle 
X =^ —1 konyergiert sie bei allen positiyen f»; ist x => +1^ so 
zeigt der Satz d) (f&r u^ » 0), daß die Beihe nur unter der Be- 
dingung II >1 konyergiert. 

9. Um die Eonyergenz oder Diyergenz der Beihe 

festzustellen, benutze man die Ungleichung 

man findet dann, daß die Beihe f&r x^^l konyergiert und 
för a?* > 1 diyergiert 

Geht man (für x ^^i) yon den Logarithmen zu den Zahlen 
zur&ck, so ergibt sich der bemerkenswerte Satz, daß das un- 
endliche Produkt 

konyergent ist. 

10. Zur Abkürzung sei 

o=JL4-ij_JLj lJL 

gesetzt, und die Beihe gegeben 

Für a;*<l konyergiert dieselbe, für oj* > 1 diyergiert sie. Im 
Falle fl? = — 1 ist gleichfalls Konyergenz yorhanden; im Falle 
^ = + 1 wende man den Satz d) an und beachte die Ungleichungen 
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usw.; 
es ergibt sich dann, daß die Reihe 






divergent ist. 

11. Die Reihe 

in welcher Sn dieselbe Bedentang hat wie in Nr. 10, konvergiert 
fttr a;*<l und divergiert für a;* > 1. Wegen lAmSn'^oo ist 
auch im Falle a? = — 1 Konvergenz vorhanden. Für a? «= + 1 
zeigt die Anwendung der nach Seite 11 leicht beweisbaren Relation 

8n<l + lgn 

• • • • 

in Verbindung mit Satz a), daß die Reihe divergiert. 

12. Um die Reihe 



X 



MCT+-H(^l+''-M^l+ 



ZU untersuchen, bemerke man zunächst, daß fi keine ganze negative 
Zahl sein darf, weil sonst ein Term unendlich werden würde. 
Schließt man im folgenden die Fälle ft = — 1, — 2, — 3, . . . 
aus, so ist 

^n+i fi.J^(n + 2)-Z^(w + l + ^)-(ft-l).|p(n + l) 



u. 



f* • ?^ (n + 1) — Z^ (n + f*) — (f* — 1) . J^ » ' 

wobei sich der Qrenzwert des Bruches mittelst des Satzes 



finden läßt; man erhält 



Um ^^^^±i = X. 



mithin konvergiert oder divergiert die Reihe, je nachdem o;' < 1 
oder a?* > 1 ist. Für a: =» — 1 konvergiert die Reihe« Der Fall 
0? » + 1 erledigt sich, wenn man die Gleichung 
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fQi) - r(0) + hf' (♦»), < 4>< 1, 
auf die Fnnktion 

anwendet und nachher ^ >— — setact: die Reihe 

n ' 

erhftlt dann die Form 

ans welcher ihre Eonyergenz ersehen werden kann. 

Hieran knüpft sich die bemerkenswerte Folgerung, daß das 
unendliche Produkt 

(1+iy (1+iv* o+\y 

konvergent ist. Der Wert desselben ist selbstrerstftndlich eine 
gewisse Fnnktion von f^; diese wird nicht selten mit i7(fi) be- 
zeichnet. Hiemach isi flbr imendlich wachsende n 

oder nach gehöriger Hebung 

\/* + l ft+2 ^+n-l J ^f^^' 

mithin auch 

1^ ft + 1 ft + 2 /t + w~l J fft 

Die rechts stehende Funktion pflegt man r{^ zu nennen. Bei 
ganzen positiven ft sind ihre Werte leicht zu finden, nämlich 
r(l) = 1, r(2) = 1, r(3) = 12 und überhaupt 

r(p) «- 1 . 2 • 3 • . . (p — 1). 

Zufolge der Definition von P(fi) kann man setzen 



< 
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2 .^ « „/.-1=^(^) 



• » »' 



IL ft + 1 fi + n — 1 1 + ? 

wo ^ zwar nicht genauer bekannt ist, jedenfalls aber bei unendlich 
wachsenden n sich der Grenze Null nähert. Hiemach ergibt sich 
die ofb brauchbare Gleichung 

1.2.3...« =" ^^ "T ?; r(j^) * 

Um eine , Anwendung derselben zu zeigen, leiten wir aus der 
vorstehenden Gleichung die folgende ab 

c(c + l)(c + 2)...(c + n-l) ~ 1 + q' rlb) fiG-b' 
welche sofort erkennen läßt, daß 

I 

^^ c(c+l)(c + 2)...(c + n-l) 

= oo, =1, oder = ist, je nachdem h mehr, ebensoviel oder 
weniger als c beträgt. 

13. Die Beihe 

l X ß(ß + l) X' ß(ß+l)(ß + 2) ^ 
"^l'l«"^ 12 2«"^ 123 3« "^ 

konvergiert für x^ <C 1 und divergiert für a;* > 1. Die Fälle 
aj = — 1 und a? = + 1 erledigen sich durch Anwendung des 
vorigen Satzes, nach welchem die Beihe folgendermaßen geschrieben 
werden kann 

man ersieht hieraus, daß im Falle a: = — 1 nur för a — /5 > — 1 
und im Falle a; = + 1 nur fOr a — |5 > Konvergenz vor- 
handen ist. 

14. Die Beihe 

ab a(a+l).5(5+l) o a(a+l)(a+2).5(5+l)(6+2) , , 
^■^l-c^"^ 1.2.c(c+l) ^ "^ 1.2.3.c(c+l)(c + 2) ^ "^ ' " 

konvergiert für a;* < 1 und divergiert för a?* > 1. Gibt man der 
Beihe die Form 
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r(e) j (l + d,)x (l + ^,)x\ (l + a,)g« . 1 

WO d^, ^2, ^3,. . . echte Br&che sind und Lim in=^0 ist, so folgt, 
daß die Reihe für o? = — 1 nur unter der Bedingung C'-a^h> — 1 
und fOr x ^=^ + 1 nur unter der Bedingung c — a — & > kon- 
yergiert. 

§37. 

Smmiiienmg einiger Fotensreilien* 

Für das Folgende sind einige S&tze nötig, welche wir zunächst 
vorausschicken. 

a) Die unendliche Potenzreihe 

konvergiert unbedingt, wenn der absolute Wert von 

Um (^^ x) 

weniger als die Einheit beträgt; setzt man zur Abkürzung 

a 



so läßt sich die vorige Bedingung kürzer ausdrücken durch die 

Ungleichungen 

— X<a?< + X, oder x^<X^. 

Unter derselben Bedingung konvergiert auch die Heihe 

% + 2a^x + Za^x^ + ^a^ix^ + •••? 

• • • 

wie man durch Untersuchung von lAm — "^^ erkennt. 

b) Die Summen der vorigen Reihen mögen f{x) und fp(x) 
heißen, nämlich 

fix) = ao + a^x + (h^^ + «8^^ H ' 

q>{x) = 01 + '^a^x + 3a3aj* + *»-; 

man kennt diese Summen zwar nicht, weiß aber wenigstens, daß 
beide so lange endliche Werte haben, als x^ < X^ bleibt. Vermehrt 
man x um eine kleine positive Größe S von der Beschaffenheit, 
daß auch (x + S)^ < X^ ist, und vermindert man anderseits x um 
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eine ebensolche Größe s unter Festhaltung der Bedingung {x — ey<CX\ 
so hat man durch Subtraktion der entsprechenden Gleichungen 

f(x + ö) — f(X'-^B)^(ö + B) 1% JY^ 1-02 5^7^ 

Hier läßt sich auf alle rechts stehenden Quotienten der Satz 



Ml in 
:"»-l<^^3^<W|3"»-S a<ß 



for a = a? — £, |5 = aj + tf anwenden; dies gibt unter der Voraus- 
setzung, daß a^j Og, Og, •• und x positiv sind, 

<(8 + 6)[a^+2a^{x + d)+ Soj (x+öy + '' •}, 
d. i. 

Bei yerschwindenden d und € folgt hieraus, weil g>(x) einen end- 
lichen Wert hat, 

Lim [f(x + d)- f(x - d)] - 0; 

die Summe einer nur positive Terme enthaltenden Potenzreihe ist 
hiemach eine stetige Funktion der Veränderlichen x, 

Konmien positive und negative Terme vor, so lassen sich 
alle positiven Terme für sich, und ebenso alle negativen Terme 
für sich zusammenziehen, und die Sunmie f(x) erhält dann die 
Form f{x)=^fi(x)^f2(x). Hier sind fi(x) und ^2(0?) einzeln 
genommen stetige Funktionen von x^ ihre Differenz f(x) ändert 
sich daher gleichfalls kontinuierlich. Es gilt also der Satz, daß 
die Summe jeder Potenzreihe innerhalb des Eonvergenzintervalles 
eine stetige Funktion der betreffenden Veränderlichen ist. 

c) Aus der letzten Ungleichung folgt für e =* 

9> W < s <q>K^ + V 

und durch den Übergang zur Grenze für verschwindende S 

Besteht demnach eine Potenzreihe aus lauter positiven Tennen, so 
ist der Differentialquotient ihrer Siunme gleich der Sunmie der 
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Toriim bcratztoi Zuiegmng toh f{x) im fi(x)— /^(x) llBt sidi 
dieser Sttte auf beliahig» Potenzrahen «nudrfm«. 

d) Weon zwei FnnkliaDeii F(z) waä f{x) g^eidie DifTeifaiti a l- 
qnotioiteii habea [^(x) =» /^(x)]« so UJk sidi «■£ fidgvide Weise 
eme Eigmsdiaft dieser Fiiiiktioiie& entdecken. Es sn ^(x) die 
DiffBrenx beidor Fiiiiktioiie&, d. Il 

*(x) - l-Cx) - r(x); 
mea hat denn 

♦'(x) - f"(x) - r(x) - 0. 

Unter der YoraiiaBetning, daß F{x) nnd f{x) ■■»^limlK irgend 
eines Interralks stetig bleiben, ist aoeh ^(jr) eine konünnieriidie 
Funktion Ton x, dasselbe gilt von ^'(^)* Rüttelst des Satns 

ergibt sieb nnn, wenn a nnd a + li inneibalb des KontinnitatB- 

intenralles liegen, 

tf;(a + Ä) — i(;(a) == 0, 

woraus benrorgebt, daS ^(x) einen konstanten Wert bat. Zwei stetige 
Fonktionen, welcbe gleicbe Differentialqaotienten besitien, können 
daher nnr nm eine Eonstante differieren« 

Aufgabe 1. Man sucht die Summe der Beihe 

welche f&r x'<l konvergiert. 

Bezeichnet man die Summe der Beihe mit JP(x), so bat man 

jp'(ir) = 1 + 0? + x*+ x'+ • • •» 
d. L 

F\x) = :j-?— 
^ -^ 1 — X 

Schreibt man statt dieser Gleichung die folgende 

■^(*) 5;^' 

80 ergibt sich nach dem Satze d) 
oder TermOge der Bedeutang von F(x) 



8 
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j:x + ^x^+\x^+ i^{~^) + Comt 

Die Eonstante bestimmt sicli dadurch, daß man dem x irgend 
einen speziellen zwischen — 1 und + 1 liegenden Wert erteilt; 
am besten eignet sich hierzu der Wert o; » 0, mittelst dessen man 
Const, » findet, so daß sich ergibt 

Setzt man einmal x-^' +if, das andere Mal x = — ff, so gibt 
die Subtraktion beider Gleichungen 

Hieraus lassen sich noch folgende Fonneln herleiten 

e>l, 
lg(g+2)='2 [lg(e + 1) -lg(e -1)] + lff(e - 2) 

■^ ^{«»-8» + "»" \e*-Se} + "» \z*-3e) +' ' ' /' 

e>2. 

Aufgabe 2. Man sucht die Sunune der immer konver- 
gierenden Beihe 

Bezeichnet man die gesuchte Summe durch 0(x)j so erhält man 

0'(x)==O(x), 

wofür geschrieben werden kann 

dlg0{x) d{x) 

■ ■ ■* ■>■■■■ SES ™ ■ ■ -~ • 

dx dx 

Daraus folgt , ^/ % , ^/ n ^ . , 

° lg 0(x) — X ^ c oder Q{x) ^ e*+^, 

d. i. a 8 

l + f + ^ + T^+- = ^^'- 

SohlOmlloh, tTbongsbaoli. I. 5. Aufl. von Naetsch. 20 
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Fflr OB •• ergibt sioh e^— 1, mithixi 

Aufgabe 3. Man sncht die Summe der Reibe 

1+1* + *^^^+*^^*^^^^^+-' 

welcbe fBr a;'<l konvergiert 

Bezeicbnet man mit 0(x) die gesuchte Summe, so findet man 

(1 + «) <»'(*) - f*<i>(«), 

wofOr geschrielMm werden kann 

da; dx 

Hieraus folgt 

lg 0(x) — fi ^(1 + 05) = c oder 0(x) — 6^« (1 + »y*, 
mitbin 

1 + JX+ ^g a? + j^T^Ts ^ +----e^-Cl + »r. 

Für a? =- ergibt sich e^-l^= 1, also wenn (1 + xY im absoluten 
Sinne genommen und demgemäß 1^»1 gesetzt wird, e^»l und 

Aufgabe 4. Man sucht die Summen u und t; der folgenden, 
immer konvergierenden Beiben 



rc* . X* X* 



**™^ 1.2 + 12.84 1.2.6"^ 



X «• . 05* 



t' - -;r - ;s-s-T + 



1 1-2-3 ' 1-2-8-4.6 

Quadriert man die erste Oleicbung, so entsteht ein Resultat von 
folgender Form 

1-2 ' l'-4 1- -6 ' 

und darin ist 



n(n-l) n(n-l)(n-2)(n-8) 
^'^ "^ 12 "^ 1. 2-8-4 "• ' 



woffir kfirzer 



«»*-••• 
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^"^ Wo + W2 + W4 + We + • • • 
geschrieben werden kann. Auf gleiche Weise erhält man 

1-2 l-"4 !••• 

und darin ist /\i/\,/\, 

Aus den Formeln für u^ und v^ folgt 

darin ist aber 

«n— 2>if= Wo — (*^X + W2 — Ws H =" Ö, 

mithin bleibt 9 . « 

w^ + «;' = 1, 

wofür man auch schreiben kann 

V = y 1 — w*, u =» y 1 — t?^ 

Differenziert man femer die ursprOnglichen Oleichungen fCbr 
u und t7, so hat man 

dv 

dx 
oder in anderer Form 



+ u^ +yi—v^ 



d are cos u d(x) 
dx dx 

darcsmv d{x) 
dx dx 

Die erste Gleichung liefert arc cosu — x — a oder u => cos(x + a), 
mithin ^t ^4 

^""1:2 + 1:2X4 cos(x + ay, 

für a; » wird hieraus co^a » 1, mithin a => 2kitf wo % eine 
positive oder negative ganze Zahl bedeutet, also durch Sub- 
stitution dieses Wertes 

«>«« - 1 - ra + riTFi - rr:« + • • • 

Auf analoge Weise erhält man v ^ 8in(x + ß) und schließlich 

X «• . Ä* 






1 1-2-8 ' 1.2--6 

20* 
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Aufgabe 5.' Man sucht die Summe der folgenden, ftbr 
a^<Cl konyergierenden Reihe 

Wird die Summe der'Beihe mit F(x) bezeichnet, so ergibt sich 

2?" (») - 1 - aj« + aj* - x« + • . . - ^h^ ' 

also 

dF{x) daretgx 

dx dx 

und hieraus folgt ^/ \ . . 

^ F{x) =^ arctgx + c. 

Nach Substitution dieses Wertes kann die Eonstante mittelst 
der Spezialisierung o; » bestimmt werden; es findet sich dann 

Aufgabe 6. Man sucht die Summe der folgenden, för 
0?* ^ 1 konvergierenden Reihe 

^ i X — -L. ll? ^ 4. 1-8-6 x^ 
T"*"'«^*~8~"^2.4'~r"^ 2-4. ft'"?""' 

Bezeichnet F(x) die Summe, so ist 

d. i. 

oder 

dJ^(a;) <2arc«tna; 

dx dx 

Hieraus folgt 

F(x) ^ arcsmx + Consta 

und nach Bestimmimg der Eonstanten ergibt sich 

a: , 1 ic« , 1-8 rc* , 
arcmaj»- + |.— + — .-^ + ..., 

§38. 

Beihenentwiokelungen mit Beachtung des Bestes. 

Wenn man nicht im voraus weiß, ob und unter welchen 
Bedingungen eine Funktion f(x) in eine Potenzreihe verwandelbar 
ist, so wftre es eine völlig ungerechtfertigte Hypothese, 
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setzen zm wollen; jedenfalls aber darf man eine Gleichung von 
der Form 

/ (x) = «0 + %^ + ^^* H f" ^«^ + -^ 

aufstellen, wo B eine unbekannte Funktion von x ist, denn es 
sagt diese Gleichung nichts weiter, als daß der unterschied 
zwischen f(x) und >d^ Reihe eine gewisse Funktion von x sein 
wird. Wie man durch passende Eechnungsoperationen Aq, %, . . . a„ 
und Bj den sogenannten Eest der Beihe, bestimmen kann, mögen 
die folgenden Aufgaben zeigen. 

Aufgabe 1. Es sei ' 
so ergibt sich durch Difierentiation 

■ - 

IHese Gleichung wird identisch mit der bekannten Eelation 

1 af* 

= 1 + aj -f oj^-f- \- aj»— 1+ , 

l — X III I l_/p 

wenn die Eoe£Gizienten a^^ . , . an folgende Werte erhalten 

^ — T> ^ ~ T> • • • ^« "" Ti"' 

und wenn überdies 

dB af 



dx 1 — OJ 

ist. Um hervorzuheben, daß B von x abhängt, setze man 
B = q>(x)j also ^ 

weil femer q>{x) und 9' (o;) stetige Funktionen yon x sind, wenn 
X <.l bleibt, so läßt sich der Satz 

q>{x) = q>(p) + X'q>^(&x)y 0<'9'<1, 

anwenden, wodurch man erhält 

(d'xy* 



%'A 



% 






X twmatm. —l X3ji ^1 

( 1 



- - -» 



^'i— x/ 1 J S 

-l<x<-rl- 



^ — 0^+ 2a,x-r 3a,x*-: ^•«.^•-*+^ 

iaem Gkidbimg wird Bnl der TOtigCB Sde ntu ch, va 



j 1 1 1 

und W€DM MüttKÖeUk « -2, 

lii Um di» letzfan Be diü g im g m ToranfiidiaB, Mteea wir 
6i wird dann 

itliia wegen t (x) — t(0) + x- ♦'(^x) 



ergibt neb B und naehher 



''-i + f + Ä+-+r:^ + H:T:^*^^-*'- 



Bei unendlich waebienden n wird fiOr jedes endlicbe x 

l'S-'-n ' 
der Beit konvergiert dann gegen die Nnll, nnd damit kommt 
man anf die bekannte Exponentialreibe zurück. 
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Aufgabe 3. Es sei 

(1 + «)'* — 1 + Ol a? + 0%^ H + «n»" + -R; 

differensdert man diese Oleichung und multipliziert nachher mit 
1 + ^1 80 erhält man 

f*(l + «y*='ai+ («1+ 2a,)a;+ (202+ ^(hi^^-^ 

+ [(n— l)a„-.iH-naJaf-^ + na„i»*+(l + »)-5^' 

und anderseits ist direkt 

(ii(l + a^y* = f* + fta^a; + f*ajaj*H h fio,,—!«"""^ 

Die rechten Seiten der beiden letzten Gleichungen werden mit- 
einander identisch, wenn erstens 

2aj + So» -= fioj, ...(«- l)a,._iH- »««= f*an-i 
ist, woraus folgt 

^ 1*2*8 l*2«8'**ti 

und wenn zweitens die Gleichung 

oder 

(1 + «) ^ - f»^ = 0* - «)«n«" 

stattfindet. Dieselbe vereinfadit sich mittelst der Snbstitatioii 

B - (f* - «) a„(H- *y'9)(a;); 
sie wird DSmlioh 



v'(*) 



(1 + «f +* 

Diese Formel bestimmt nachher i?, und wenn man On kurz mit (fi), 
bezeichnet, bq folgt 

+ („_„)(„), iÜM^^. 



%12 IX ü 

FaJU X xvwbM —1 «ad -hl 



•^ — •' 



dir B«st konnsr^egi daum g<^gCB d^ Sali, vad daut fcnmint 
sof des zLgiaamem bmoantebem S«lz nzüek. 

Aufgabe 4. Et sei la entwiekeiii 

ar<r<^x — o^j: -h a,**+ «$«*H + •i.~i«*"""*+ B. 

Dardi DiffeumtutuMi ergibt sieb 

dB 



«odawstB ist identiseh 



mithin dmdi ITo'gLeiebiuig 

dx 1 + x« 

Sehreibt nuui fttr den Angenbliek ^{x) statt JB, so eiUlt num 

and zaianunen 

«rc^x = ix-ix»+ix»-... + t^^.-i + t^^:li 

Bei ecbt gebrocbenen Werten Ton ^ nnd nnendlicb wachsenden n 
konyergiert der Best gegen die Nnll, nnd es entsteht die bekannte 
nnendlicbe Beibe ffir arctgx. 

Aufgabe 5. Es sei zn entwickebi 

arcsmx^ a^x + a^a^+ a^^'\ J-Of«-!«*»-^ + B. 

Durch Differentiation erbftlt man 

anderseits ist nach dem binomischen Satze ffir 2;'<1 
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Die beiden Beihen werden miteinander identisch, wenn erstens 

1 11 1'^ 1 

1-S.6- • (Sw — 3) 1 
«2«— 1 = 



2.4.6. . .(2n — 2) 2w — 1 

und wenn zweitens ist 

dB ^ 1.3-6> . ♦(2n-l) o^ f ^^+^ ^8 I \ 
dx^ 2-4.6 ..(2n) l "'■2n+2 "•" /' 

Für B ^ (p(x) folgt hieraus 

^^ '^ 2-4. 6... (2n) l ^2n + 2 ^ J' 

die Summe der eingeklammerten Eeihe beträgt weniger als 

l + ^^x^+d'^a^-i ^ ^ 



und kann daher 

8 



1 - 9'^x^ 



gesetzt werden, wo € einen nicht naher bekannten positiven echten 
Bruch bezeichnet. Nach diesen Erörterungen ist für x^ <il 

X i i x^ , l'S x^ , ', 1.3- •.(2n- 3) ä*"""^ 
^""^^^^T + i'Y + 2:4'T+'"+ 2.4...(2n-2) '2;rri 

1.3. . .(2n-l) sd^^'x^"-^^ 
"^ 2.4. • .(2n) ' l-a-^Ä* 

Bei unendlich wachsenden n konvergiert der Best gegen die Null, 
und es entsteht die unendliche Beihe für arcsinx, 

Aufgabe 6. Es sei zu entwickeln .. 

lg{x+yi + x^) = a^x + a^x^+-" + a^n-ix^''-^ + B. 

Durch ein ganz ähnliches Verfahren, wie in Kr. 5 findet man 

i9K^ +y^+ ^v - ^ - T ' Y + w^' -6 — 

^V ^J 2. 4. -(2^-2) 2n-l 
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wobei «* <1 sein mufi, ^ und f positiYe echte Brüche bedeuten. 
Bei unendlich wachsenden n wird 

diese Oleichnng gilt auch noch im Falle x'»» 1. 

§ 39. 
Die SfttBe von Taylor und Mao Lanrin. 

Im yorigen Paragraphen wurden die Beihen fOr lg(l^x)^ 
e*, usw. mittelst spezieller Eigenschaften dieser Funktionen ent- 
wickelt, jene Beihen können aber auch aus einer gemeinsamen 
Quelle abgeleitet werden, nämlich aus den Sätzen von Taylor und 
Mac Laurin. Hierbei macht sich eine Untersuchung des Bestes 
nOtig, und ffir diese ist die Bemerkung Yon Wert, daß der Best 
unter unendlich vielen verschiedenen Formen dargestellt werden 
kann. 

Setzt man 

9(*) - m + ^f (*) + -^ r (^) + • • • + Ä=:f^/-<-^K*). 

worin f(x) eine gegebene Funktion, ip(x) dagegen die unbekannte 
Summe der rechtsstehenden n-gliedrigen Beihe bezeichnet, so ist 

9>(a)-f(a) + ^/"(a) + ^V"(«)+-+r?|f^^/("-»>(«); 

imd femer unter der Voraussetzung, daß /(&), /"'(&)» f"(P\ 
.•./•(«-!) (5) endliche Größen sind, 

■9> Q>) - fQ>)' 
Anderseits ergibt sich durch Differentiation 

Wir benutzen nun folgenden Satz*: Wenn q>(x), ip^ {x) if'(ir), 
if;'(a;) von x ^ a his x '^h endlich und stetig bleiben, und wenn 

* Compendium der höheren AnaJysiSj I.Band, Seite 45 — 46. 
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femer '^'(o?) innerhalb des genannten InteryaUes sein Vorzeichen 
nicht wechselt, so ist 

oder , 

Mittelst dieser Formel ergibt sich unter Benutzung der Werte von 
9(a), q>(h) und q>' (x) 

rW -4'(a + 4^p-aJ) 1.2.3. ..(n-1) ^^ H« + ^ L» -«U 

wobei f(x), f'(p)i "-/^"^(i»), 't(;(ic) und if;'(fl?) von o; » a bis 
d? =» & endlich und stetig bleiben müssen und tp (x) eine beliebige 
nur an die eine Bedingung gebundene Funktion ist, daß ^^ (x) 
zwischen a und h keinen Yorzeichenwechsel erleiden darf. 

Für 6 — a = Ä oder 5 — a + ä ergibt sich der Taylor- 
sche Satz 

wobei der Best Bn durch die Gleichung 

^^ i|,'(a + 4^Ä) 1.2.8.. .(n-1) /^ H« + ^Ä) 

bestimmt ist und zufolge der Willkürlichkeit von if;(a;) unendlich 
viele verschiedene Formen annehmen kann. Die Wahlen tf; (^) » o; 
und ^ (a?) =» (a + Ä — a;)** fahren zu den gewöhnlich in den Lehr- 
büchern angegebenen Bestformen. 

Setzt man noch a » 0, so entsteht der Satz von Mac Laurin 

worin /"(flc), f' (rc), ../<*•) (aj), t^ (a?) und if;' (a?) von a? ■= bis « « Ä 
stetig und endlich bleiben müssen und ^'(a;) zwischen und h 
keinen Yorzeichenwechsel erleiden darf. Für 

^ (») « « und ^ (x) =* (Ä — xy 

kommen die gewöhnlichen Bestformen zum Vorschein. 
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Die Annahme ^ (a?) « ä' — (* — " *)') worin p eine beliebige 
podÜTe Größe bedeuten möge, fOhrt zn der Formel 

in welcher man nicht selten p so wfthlen kann, daß sich ^ yer- 
einfacht wie z. B. in Aufgabe 2. 

Für ^ (x) = (Ä — xY f^\x) ergibt sich 

^ /<"> (0) ^? ^ (1.^)^ /^t''+^>(»A) 

wobei der Ausdruck 

«/<") («) - (Ä - a;) /<«-+:i?(x) 

zwischen x ^0 und x ==h keinen Yorzeichenwechsel erleiden darf. 

Aufgabe 1. Man soll (1 + A)^ nach dem Satze von Mac 
Laurin entwickeln. 

Es ergibt sich 

und wenn iff (x) ^ (1 + xy* genommen wird, so ist unter der 
Voraussetzung Ä < — 1 

Nach dem bekannten Satze, daß fOr 9^ < 1 

^[ »-l)0>-8)-0*-n+l) 1^ 

I 1 . 2 ... (n — 1) * I 

ist, findet man leicht, daß Bn gegen die Null konvergiert, wenn 

bleibt, welche Bedingung fOr h^<il erfEQlt ist. Man erh&lt so 
den binomischen Satz. 

Auf ähnliche Weise lassen sich die Funktionen ^ (1 + ^\ 
e*, cos hj sin hj arctg h in endliche Beihen verwandeln; bei 
unendlich wachsenden n ist dann zu untersuchen, unter welchen 
Umst&nden lAm i^n — wird.. 
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Aufgabe 2. Es soll arc sin h nach dem Satze yon Mac 
Lauiin entwickelt werden. 

Zur Bestimmung von /"(O), /"'"(O) usw» benutze man die 
Bekursionsformel 

deren Eichtigkeit durch den Schluß von Tc auf Ic + 1 bewiesen 
werden kann; dann ergeben sich zufolge der Anfangswerte /*(0)«0 
und /*' (0) =» 1 die weiteren Werte 

/"' (0) = 0, f^y{o) = 0, r^{o) = 0, ... 

r{o) == l^ r (o) == l*•3^ f^^^o) = i«.3«.5«, ... 

Um den Best bequem zu gestalten, mache man Gebrauch von der 
Formel {Compendium I, § 14) 

worm ' 

^0— ^»^1 2n-l 8 . (2n-l)(2n-8)'^» (2n-l)(2n-8)(2n-6)' "* 

Die EoefQzienten besitzen (wie die Binomialkoefßzienten) die 
Eigenschaft 

sie bilden denmach eine aus zwei synunetrisohen Hälften bestehende 
Beihe. Anfangs ist 

die Koeffizienten nehmen also bis zur Mitte der Beihe ab, erreichen 
dojrt ein positives Minimum imd steigen dann wieder bis Cn "*» 1 ; 
mit Ausnahme von Cq und Cn sind daher alle C positive echte 
Bräche. Hieraus folgt, daß die Beihe 

von X ^0 bis x =^ 1 eine endliche Summe 9 {x^ n) besitzt, welche 

selbst im Falle w =» 00 endlich bleibt [nämlich tp (a?, 00) =« l/y(a;+l)]. 
Man hat also 

^ ^ 2"(l-a!)"Vl-a!« ^v ' >- 
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Auf das mit i^ fsd i en e Baihmgiied folgt im MSigenmaa 

mithin im Toxliagenden Falle 

wob« man bemerkt, daß |i *« y die günstigste Annahme Ton p 
ist, also 

...^+^T «46. .(«n) u.-W yiT** 

Ans dem scbon froher benutzten Batie (§ 36, Nr. 12), daß, 
tobald & < <; ist, 

^^ c(c + l)(c + a)-..(c + n-l) "" 



ird, folgt för & — y, c «» 1 

LS. 6 -(211-1) 
^'^^ «.4.6...{2n) """^ 

and da alle tLbrigen im Beste Torkonmienden Faktoren endliche 

Größen bleiben, solange h das Intervall yon bis 1 nicht ftberschreitet, 

so ergibt sich 

lAmR^^i'^O für O^Ä^l 

nnd damit die Beihe fOr arcsinh. Wegen aresin {—h) »» — aresmh 
gilt das Besnltat weiter yon A»0 bis A» — 1. 

§40. 
BefhenentwiolceltiiigenL ffir anaaininengeeetate Fnnkttonen« 

I. Wenn eine Funktion als Summe oder Produkt mehrei:er 
anderer Funkfcionen betrachtet werden kann, yon denen jede fOr 
sich in eine Beihe yerwandelbar ist, so erh&It man die Ent- 
Wickelung der zusammengesetzten Funktion sehr leicht dadurch, 
daß man die Beihen fOr die einzelnen Funkfcionen addiert, resp. 
multipliziert. 

Aufgabe 1. Es soll die Funktion 

1 

I+ä + ä' + ä' 
in eine nach Potenzen yon x fortschreitende Beihe entwickelt werden. 
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Beaehtet man die yerschiedenen Formen 

1 1 1 _ 1 / 1 l~a? \ 1-0? 

l + x + x^ + x*"^ 1 + x'l+x*'^ »\1 + «"^ 1+«V ""l-«*' 

80 hat man drei yerscbiedene Mittel zur Entwickelang der gesuchten 
Beihe, welche för a?* < 1 lautet 

. , ^ , >, ^8 =• 1 — a? + i»* — Ä*^ + i»® — «^ + ä" — «*' H 

1 -f- X -X" X -\- X 

Aufgabe 2. Es soll bewiesen werden, daß die Gleichung 

für alle zwischen — 1 und + 1 liegenden x gilt. 

Aufgabe 3. Durch Multiplikation der Potenzreihen 6" und 
cosx entsteht eine Gleichung von der Form 

wobei sich An kurz darstellen läßt, wenn die Formel 
eo8H9 



eot^e 



Wo- {n\'tg'e + (n^'tg'd - (n\-tg'd + 



benutzt wird. Für x^^issind^ a^-cotd erhält das Resultat die 
einfache Gestalt 

6'«>'Öco5(^me) = 1 + -^- + -j^- + "YTäTg- + • • • 

Auf analoge Weise gelangt man zu der Gleichung 

BsinS . g*8in2B ß^sinSe 
Tl ^ 1-2-3 

Die beiden vorigen Ergebnisse gestatten die yier Kombinationen 






Für 6 = -j- jt und 6 «= -J- « entstehen hieraus verschiedene spezielle 
Beihenformeln. 



• •> 
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Aufgabe 4. Man soll zeigen, daß fOr jedes x die Eni* 
wiekelnng gilt 

worin An und Bn die Werte haben 



a" 



6* 



^ ^ l*(n+l)^ 1.2.(n + l)(n + 2)^ 
* ^ l.(n+l)^ 1.2.(n + l)(n + 2)^ 



1'2- • 'ft 
Setzt man die Summe der immer konvergierenden Reihe 

^ + f» + ö^' + (rJV' + ••— vH 

80 kann man der vorigen Entwickelung folgende Gestalt geben 
e«+| _ g,{ab) + (ax + 1) ip'(ab) + (a*x* + ^) ip"(ab) +■■■ 

n. Sehr hänfig trifffc es sich, daß Betrachtangen der vorigen 
Art zwar die Möglichkeit der Beihenentwickelnng zeigen, aber das 
Bildongsgesetz der Koeffizienten schwer erkennen lassen; in solchen 
Fftllen empfiehlt es sich, die Koeffizienten einstweilen mit Buch- 
staben zu bezeichnen und sie nachträglich durch eine oder mehrere 
Differentiationen zu bestimmen. (Metiiode der unbestimmten Koeffi.- 
zienten.) 

Aufgabe 5. Es soll der Ausdruck 

in eine Potenzreihe verwandelt werden. Die Reihe ergibt sich 
direkt durch Quadrierung der bekannten, unter der Bedingung x^<il 
geltenden Potenzreihe für ^(1 -f ^); da sich aber das Bildungs- 
gesetz der Koeffizienten hierbei nicht unmittelbar übersehen läßt, 
so setze man 

^[lg{l + x)y = a^x^ — a^x^ + a^x* - • • • 

und differenziere beiderseits. Dies gibt 

^'^^^^2a^x-3asX^ + 4.a^x^ 

und durch Vergleich mit der in Aufgabe 2 angegebenen Entwickelung 
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Setzt man zur Abkürzung 

." ' «n = i + i + i + --- + V 

SO hat man das Resultat 

Aufgabe 6. Es wird die Beihenentwickelung Ton 

gesucht, wobei a?^<l sein mxiß. 
Setzt man 

differenziert und multipliziert mit 1 -f ^9 so kommt man auf die 
vorige Entwickelung zurück, wodurch sich die Koeffizienten ftg» 
&^, 2^5, . . . bestinmien. Schließlich ist 



i» 



Auf analoge Weise lassen sich die Ausdrücke 



in Potenzreihen verwandeln, deren Koeffizienten aber immer ver* 
wickelter werden. 

Aufgäbe 7«. Es soll der Ausdruck 



yi+x' 



in eine Potenzreihe verwandelt werden. 

± Entwickelt man (1 + ^0 ' mittelst des binomischen Satzes 

und lg(x + yi+ x^ nach Aufgabe 6 in § 38, so erhält man 
durch Multiplikation 

worin das Bildungsgesetz der Koeffizienten schwer zu erkennen 
ist. Man setze deshalb 

SohlOmiloh, Übangtbaoh. L 6. Aufl. ron Kaetioh. 21 



S22 ^ ünandliehe BoOiml 

Igiz+yriT'') . 



Vi+^ 



4i^x — cijflr+ fljX^^** •» 



mnltiplixiere beideneitB mit yi+ «*, diffeiwuders und mnltiplmeire 
nochmalB mit ]/l+«*; dies gibt 

1 - fl^ - (So, - 2a,)«» + (6a, - 4a,)a^ - (7a, - 6aJ«« + • • 
imd hieraus findet sieh der Beihe nach 

^^__^ * •* ^86 BOT ^ 

Aufgabe 8. Man verlangt eine Potenzreihe für den Aus- 
druck 

[igix + Yl + ^t 

Multipliziert man die fOr Z^f (a; + "/l + o?* ) gefandene Beihe 
mit sich selbst, so entsteht ein Resultat von der Form 

[lg (x + yi + a^ )] »= Ol «?*— a4»*+ a,a?* » 

durch Differentiation kommt man auf die Beihenentwickelung der 
vorigen Aufgabe zurück und erh&lt schließlich 

[lg{x + yi+x')] ---1-.- + —.--.^^^^.- + ..., 

Aufgabe 9. Durch ein ähnliches Verfahren soll folgende 
Gleichung bewiesen werden 

aresinx . « « , 2-4 k ■ 2*4-6 7 , 

yr^* ^ » ^ 8-6 ^867 ^ 

die sich auch in nachstehender Form darstellen iSBt 
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Aufgabe 10. Es ist folgende Gleichung zu beweisen 
/ . \« a:' , o aj* , 2-4 x^ , 2-4'6 x^ , 

Aufgabe 11. Man sucht eine Potenzreihe fOr den Ausdruck 



Entwickelt man zunllchst yl — x nach dem binomischen Satze 
und benutzt nachher die logarithmische Beihe, so erhftlt man fOr 
den vorliegenden Ausdruck 

2 %' (izT^z^iiz:::) = »Kio' + n'^*+ • • •) +i(i«' + Ä^*+ • • •)' 

w^« • • • 

Diese Doppelreihe erfüllt die Bedingungen, unter denen es 
erlaubt ist, ihre Teime nach Yertikalkolonnen zu ordnen; man 
hat daher 

2 lg (—^==\ = o^a? + a^x^+ «««*+ • • ' 

wo o^ »» Y 9 ^ "^ ^9 ^s " S ^ Durch Differentiation gelangt 
man leicht zu der Gleichung 

»« 1 + 0%^ + ^a^x* + Bcux^ H » 

yl — « 

welche sich mit der Entwickeltmg von (1 — a?) ^ vergleichen läßt; 
das Endresultat lautet 

07/ 2 \ 1 « I 1* ÄJ* , 1-3.6 a;» 

^^irj:yi^j^"^'T + 2:4'"2" + 2:4:6-X + ' •' 

aj*<l, 
oder auch 

21* 
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o<#<y2. 

Die Snbftitatioii 5 ^^ cos 9 fttfart za oiner benieibiuiw orten Foxmel 
fttr IgeosY^. 

Aufgabe 12. Man yerlangt die Entwickehing des Ansdiuckes 

i{(i+yT=l^)«+(i-yr=T)«}. 

Dareh Anwendimg des binomiflchen Satzes bringt man die g^^bene 
Fonktion leicht in die ¥orm 

(m\+ («),.(1 - «) + (m\'(l - xy+ (m\-(l-xy+ ■ ■ • 

+ ifn)t-(m\-x 

+ (m\ -2(m\-x + (m\- x' 

+ (tn\ - 3 («•),•« + 3 (m^-x*- («•),•«• 

+ • • • ' 

und zwar gilt diese Transformation f&r jedes x^ wenn m eine 
ganze positiTe Zahl ist; bei anderen m dagegen muß x auf das 
Intervall von bis 1 beschränkt werden. Im ersten Falle ist die 
obige Doppelreihe eine endliche und darf ohne weiteres nach 
Yertikalkolonnen geordnet werden, wodurch ein Besultat von 
folgender Form entsteht 

i{(l + yT^)'"+(l--yl^'")-ao + %a; + a,a;» + a3a;» + ... 

Im zweiten Falle geht die Doppislreihe ins Unendliche fort und 
darf nur unter der Bedingung in Yertikalkolonnen umgesetzt 
werden, daß die absoluten Werte der Terme sowohl bei der einen 
als auch bei der anderen Anordnung konvergente Beihen geben. 
Diese absoluten Werte liefern aber, wenn die Horizontalzeilen 
zusammengezogen werden, die divergente Beihe 

(w)o+ (m\'{l + x) + (m\'il + xy + '"j < a; <1, 

mithin kann die ursprünglich gegebene Funktion für andere als 
ganze positive m nicht in eine nach Potenzen von x fort- 
schreitende Beihe verwandelt werden. Zu demselben Besultate 
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f&lirt auch die Bemerkung, daß für positire echt gebrochene 
Werte von x 

gesetzt werden kann; ist m keine ganze positive Zahl, so liefert 
die weitere Entwickelnng der rechten Seite keine reine Potenz- 
reihe, sondern ein Oemisch von ganzen positiven und anderen 
Potenzen der Ghröße x. 

Differenziert man die Gleichung 
i{(l + yT^r+(l-yr=^)'"} = ao + %a? + a,aj« + a8aj« + 
und benutzt hierbei die Identitäten 

sc 
80 erhält man leicht 

(i + yr=Ä)"* - (i - y r^)"» 

ayi-a; 
= ma^ + (w •— 2) <i^x + (w — 4) a^x^ + (w — 6) ajO?' H 



Diese Gleichung multipliziere man mit |/l — a;, differenziere 
wiederum und mache dabei von den vorigen Identitäten Gebrauch; 
dies gibt 

— m^ÜQ + [(m — 2)'% — w («n — 1) aj x 

+ [(w — 4)^0, — (m — 2) (w — 3) ai]ir* H 

Der Vergleich mit der ursprünglichen Gleichung liefert die Belation 

und da sich aus der anfänglichen Gleichung für o; = der Wert 
ao» 2*""^ ergibt, so kOnnen <?j, o^, . . . der Reihe nach berechnet 
werden. 
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Als Endresultat findet man die folgende Gleichung, worin die 

Beihe bei geradem m mit «* , bei ungeradem m mit x* 
abzubrechen ist, 

*" 1*4"*" 12 \4/ 1-2« U/ 

iii(w-6)(w--6)(iii-7) /«\*_ 
"*" ia.8-4 V4/ 



(irfVTI^**->(l>- VT^^^ ^ w~2 a; , (w~8)(w~4) /«\« 



Femer ist nach einer der vorhergehenden Gleichungen 

— — -L (w — 8)(w — 4) /«Y 
2"*l/r=^ " 1 '4"*" 12 \i) 

1-2.8 \4/ "* 

Beiläufig sei noch bemerkt, daß man sich nun auch a posteriori 
von der nur auf ganze positive Werte von m beschränkten Bichtig- 
keit dieser Formeln überzeugen kann« So ergibt sich z. B. aus 
der ersten Formel f&r n» » — 1 

und für m =» y 

i/r+W- 1 - i« - i^^*- • • •' 

diese BesiQtate aber sind unrichtig. 

Aufgabe 13. Mittelst der gewöhnlichen goniometrischen 
Formeln erhält man leicht folgende Gleichungen 

C082u = 2co8^u — 1, 

C05 3 w = 4 cos^u — 3 cos w, 

C05 4m « 8 cos^u — 8 cos^u + 1, 

C05 5ti s= 16 cos^u — 20 cos^u + 5 cos w, 

cos^u = 32 cos^w — 48cos*w + 18 cos* w — 1, 

usw., 

aus denen hervorgeht, daß bei ganzen positiven m gesetsst 
werden kann 
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cosmu ^ A^cosi^u -—Ä^co^^^u +Ä;^cos^^^u • 

oder kürzer 

cos (m are cos x) -» A^oiS^ — J^a^— * + A^(xf^^^ — A^af^"^ H 

Differenziert man diese Gleichung und multipliziert nachher mit 
Vi — a?*, so findet man 

msm{m are cos x) = l/l — a?* {tn-i^^""^ — (w — 2)^aJ^""' 

+ («1— 4)-4^aj~~'^ }; 

diese Gleichung differenziere man wiederum, multipliziere mit 
yi —x^ und vergleiche das Resultat mit der ursprünglichen Glei- 
chung; dann gelangt man zu folgender Relation 

4Ä(m — lc)Aii, — (w — 2* + 2)(m — 2äj + l)^!^*-,, 

welche dazu dient, um A^^ A^^ ^, . . . durch d^n vorlftofig un- 
hekannt hleihenden Koeffizienten A^ auszudrücken. Man findet 

j, m A^ - m(m — 8) A^ 

um ^ zu bestimmen, unterscheide man, ob m gerade oder 
ungerade ist, ob also m == 2n oder » 2n -f 1 gesetzt werden 
kann. Im ersten Falle ist 

cos2nu = AqCOS^'^u 1-(— 1)'*~'^-4j«^8Cö5*w + (— l)*»ul2„, 

und für w =» yjr 

cosnjt == (— l)**-4jn > d. h. Jlj„ — 1. 

Anderseits hat man nach der Formel für A^kj wenn m «-> 2n, 
ÄJ = n gesetzt wird, . 

mithin, weil A%n nach dem Vorigen bekannt ist 
Im Falle m=^2n + l ergibt sich 

+ (- 1)-^,., 
und für tt =» \^ 

(2n + l)<»«»« — (-l)"^8n, d.h. i42n=-2n + l. 






Z^% 



tf- 



A^ #k-.*Ä jUm^^ J^ 



^»>«ft«» ^tU** — iTW» ^^""^ 



1 »• 



1 i i 



• SÜT i — -^ — 



ttui. u^jT^n. I.*:&r>snasu.fL 



«» 1 »t » * — ^ — 



Ijn* * 



^i « — T 



.-^-^s 



1 1 J 



^a#*^^ — 



jti'/ti* :t 



I-1H-X 






^**»l«»^f_'"f'* 



I 2 



^A^^^^^Ayl.^. v^-^» kauta.« »» das 






«r«^ ,^Ul;i ftdk dk ift «^ IL Ac^gily cctviek^^^ Bczäe 
m'Afft^k 4]« ribeisrte Seite zu i&lgccder DcppelrBrie wizd, 
IM 4i« tMÜAgnnf jfi<Zl feboBdeK ist. 

+ -•• 
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Wie leicht zu sehen ist, bleibt diese Doppekeihe auch in dem 
Falle konvergent, wo ihre Terme mit durchaus positiven Zeichen 
genommen werden; man darf daher nach Yertikalkolonnen ordnen 
und erhält dadurch ein Resultat von der Form 



wobei die ersten Koeffizienten sind 

«0=1, Äi ^j a«ll-^. 

Differenziert man die vorhergehende Gleichung und benutzt man 
die Identität 

(1 + ywr-^ = (1+1^31 (1 _ yini), 

so gelangt man leicht zu folgendem Besultate 
aus welchem sich durch nochmalige Differentiation 



+ [3(^ - 2)01 - 4(^ - 4)o»]a'* 

+ [5((»-4)a, - 6((t- 6)0,]«»+ • • • 

ergibt. Multipliziert man die vorhergehende Gleichung mit nyl—x 
und addiert das Ergebnis zur letzten Gleichung, so entsteht 



+ [(p_4)»o,-(,.-2)(^-3)o,] »»+••• 

Man setze nun links die ursprüngliche Reihe ein und vergleiche 
die beiderseitigen Koeffizienten; man erhält dann die Relation 

auB welcher man, mit Oq»! beginnend, die Koeffizienten o^, o^, 
Os, . . . bestimmt, was schließlich zu folgendem Resultate fOhrt 
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Di« Beihe ist dieselbe, wie bei der 12. Angabe, sie imteEsdiaidei 
sieh aber dadordi toh jener, dmB sie in jedem Falle (andi bei 
ganiMi positiTen fi) ins ünendüdie fortgef&bri werden muß. 

Setzt man Yl —'x — 1 — 25, so erUh man noch 

-i(y2-i)</<+A. 

Beionkeiisweiie spezielle iraie hiarroii sind 

j^ = 1+ 1(2X^(1 - .) + i(4),,«(l - tf 

+ i(6),*»(l-ir)»+..., 

+ i(8),*»(l -#)»+••■ 
Aufgabe 15. Man sacht eine Potenzreihe fllr die Fonh^n 

Durch Anwendung der Identität i^ » e^^' und der in § 38, Auf- 
gabe 6 gefundenen Resultate bringt man den gegebenen Ausdruck 
leicht auf die folgende Form 

+ 

wobei 0?' < 1 sein muß. Da hier die Doppelreihe auch dann ihre 
Konyergenz beh&lt, wenn alle Terme positiv genommen werden, 
so hat man f&r x' < 1 
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(x + yi 4- a?*)^ ■■00 + %^ + ^^* + ^^* ^ — ' 

# 

Man differenziere die Gleichung, multipliziere mit "j/l + «^» diffe- 
renziere noch einmal, multipliziere wieder mit YT~+x^ und ver- 
gleiche das Resultat mit der anfanglichen Gleichung; man gelangt 
dann zu der Relation 

Mit a0 »» 1 anfangend, berechnet man hieraus o^, a^, a^, . . . und 
von a^ ==>: ft ausgehend, Og, 05, Oy, . . ., wodurch sich ergibt 

a?* < 1. 

Läßt man — o; an die Stelle von x treten, so entsteht eine zweite 
ähnliche Gleichung, welche mit der vorigen durch Addition und 
Subtraktion verbunden werden kann. 

Aufgabe 16. Es soll die Exponentialgröße 

gX curo Hn x 

in eine Potenzreihe verwandelt werden. 

Das Verfahren ist hier fast ganz dasselbe wie bei der vorigen 
Aufgabe; als Resultat findet sich 

^ 1 ^ 1.2.8 ^ 

«*<1, 

woraus noch die Entwickelungen von 

jLaro$inx \^ — Xare^inx AareHnx - — XarcHnx 

2 "»* 2 

hergeleitet werden können. 

Aufgabe 17. Es ist die Richtigkeit folgender Gleichungen 
zu beweisen 
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Die Entwickelung g^eschieht hier nach eiiiem ähnlichen Verfahren 
wie bei den Torigen Aufgaben. Durch Substitation yon 

erhalten die vorigen Gleichnngen bemerkenswerte neue Formen. 

Aufgabe 18. unter der YorauBsetzung beliebiger fi soll die 
Funktion 

entwickelt werden. 

Durch Ausführung der angedeuteten Multiplikation folgt 
augenblicklich, daß fOr echt gebrochene x eine Gleichung von 
folgender Form besteht 

giD"» l + C^X + C,X* + C,X» + --; 

-l<a!<+l, 
und daß der Koeffizient C» dnrch die Formel bestimmt ist 

C'«— (-f»)o-(f»)<«-(-f»X -Wn-i+C-f*)»- W«-» l-(-l)"-(-J»)«-((*)o- 

Hiemacli sind die sechs ersten Koeffizienten 

Ct = 2,t», 

C, = i(2^» + »»), 

Da die Funktion (1 + xY(l — «)"'• dieselbe bleibt, wenn man 
X mit — X mid gleichzeitig n mit — f» vertauscht, so erUftrt es 
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sich, daß Ca niur gerade, C^^t nur ungerade Potenzen von (i 
enthält. 

Da for hinreichend kleine {C 

(Sr= (l + r^T= 1 + Wi-2a;(i-a5)-H(f»)r(2^/(l-*)-*+- • • 

gesetzt werden kann, so ergiht sich durch weitere Entwickelung 
der Potenzen von 1 ^^ x eine zweite, etwas bequemere Formel für 
Cny nämlich 

Cn-2(n-l)o(fiX+2«(n-lX(^)3+2»(n-lX(ft)3+. . •+ 2« (n-l)„^i (,*)„. 

Will man nicht jeden Koeffizienten für sich (independent), 
sondern einen Koeffizienten nach dem anderen (rekurrierend) be- 
rechnen, so differenziere man die Eeihenentwickelung ^ 



(\±^y = 1 + C,x + C,x' + Cj«» + 



• • ♦ 



nach Xy multipliziere den erhaltenen DiJSPerentialquotienten mit 
1 — a?* und vergleiche das Produkt mit dem 2 f«- fachen der vor- 
stehenden Reihe; man erhält dann die Bekursionsformel 

^«42= ;^q:2 ' 

aus welcher man, mit Cq== 1 und 0^=^ 2p anfangend, der Beihe 
nach C^y C^^ C^^ , . , berechnen kann. 

Analog d^r vorstehenden Formel sind die folgenden 

^«+^^ ^iT+i ' ^n-— ; 

eliminiert man Cn^i und Cn—i aus diesen drei Gleichungen, so 
bleibt eine Relation zwischen 0^^^^ C7„, C7n— 2 übrig, welche sich 
folgendermaßen schreiben läßt: 

(4ft* + 2n«)C7„-(n-l)(n-2)C„_g 



C«-|-2 = 



(n + l)(n + 2) 



sie dient für n »» 2, 4, 6, . . . zur Berechnung der Koeffizienten von 
geradem Index, für 9^ «=» 3, 5, 7, . . . zur Berechnung der Koeffi- 
zienten von ungeradem Index. 
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Seist man in der gewonnenen Entwiokelnng 

80 erhftlt dieselbe folgende Gestalt 

Aufgabe 19. Es soll die FiDmktLon eo8(2nareigx) nach 
Potenzen yon x entwickelt werden. 

Durch Anwendung der Cosinnsreihe nnd der bekannten Ent- 
wiokelnng yon arctgx findet man znnftchst, daß eine Gleichung 
Ton der Form besteht 

eos(2(i arctgx) — A^^A^x^ +A^^ —-4««* H » 

-l<aj<+l, 

worin Ä^^^l nnd A^ «» 2fi' ist Um die übrigen Koeffizienten za 
bestimmen, differenziere man die Gleichung nach Xj multipliziere 
den Differentialquotienten mit 1 + x^j differenziere das Produkt 
wieder nach x^ multipliziere nochmals mit 1 + a^ und vergleiche 
das so erhaltene Resultat mit dem Produkte aus 4fi' und der 
obigen Gleichung; dann hat man 

oder ilfi*+2n*)Ä^-{n-lXn--^)Ä^_^ 

^+»^ (n + i)(n + 2) 

Die Formel stimmt mit der letzten Bekursionsformel in der vorigen 
Aufgabe überein; da außerdem ^s= (7^ tmd Äf^»C^ ist, so folgt, 
daß die Koeffizienten J.^, ^, . . . identisch mit den Koeffizienten 
C4, C^j . . . sind. 

Setzt man noch 2arctgx ^ Wy so folgt 

co8(iw =» 1 — C^tg*\w + C^t^\iJD — C^ig^\w H 1 

— \it < «^ < + \n. 

A u f g ab e 20. Die Funktion sin (2 ft arc tg x) soll nach Potenzen 
von X entwickelt werden. 

Behandelt man die Aufgabe ganz analog der vorigen, so 
findet man zunächst, daß eine Entwickelung von der Form besteht 
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sm(2^arctgx) = B^x — B^x^ + ^5«^ » 

-l<aj<+l, 

worin 5^ = 2fi und ^j « -|- (2fi' + ft) ist. Man erhält ferner die 
Bekursionsformel 

^«+s«- (n + l)(n + 2) 

woraus in Verbindung mit dem Vorigen die Identität der Eoefii- 
zienten B^^ J?g, £5, . . . und C^, C^, C5, ... in Aufgabe 18 folgt. 
Für 2arctgx^^w ergibt sich noch 

Aufgabe 21. unter der Voraussetzung, daß fQr hinreichend 
kleine Werte von x^ die Gleichung 

^ (1 + Oj Ä + Og aj* + Oj a;' H ) = fe^ o; + 6, a?' + 2>8 ^* + ^4** H 

bestehen kann, sollen die Koeffizienten 5j, \^ \t > • < aus den 
gegebenen Koeffizienten o^, a^^ %? • • • hergeleitet werden. 

DüSerenziert man beiderseits, schafft nachher den Bruch weg 
und vergleicht die Koeffizienten, so gelangt man zu den Relationen 

803=« 0261+ 2a^\+ 35s, 

4:a^^a^h^+ 2asj5g+ So^ 53+454, 

usw., 

aus denen sich successive 5|, 5,, 53, . . . berechnen lassen. 

um hiervon eine Anwendung zu machen, werde vorausgesetzt, 
daß die n Wurzeln der Gleichung 

i5" + Oj iBf""-^ + Og J»""~* H f- On— 1 i? + an = 

bekannt und zwar reell seien; sie mögen z^^ is^^ . , . g^ heißen. 
Nach einem Satze aus der Theorie der algebraischen Gleichungen 
ist dann 
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mithin für jbt »- — 

X 



Nimmt man beiderseits die Logarithmen und wählt x so klein, 
dafi die absoluten Werte aller der Produkte g^x^ ß^x^ . , . 0n^ 
echte Brflche sind, so kann man rechts die s&mtlichen n Loga- 
rithmen mittelst der Formel 

%'(i-ö--fe-T£*-Tf— •• 

entwickeln und erh&lt 

lg(l + a^x + a^x^+ f-a,,«")« — t(^i +^2 +^8 + h^e?«)«? 

- T (^i'+ ^«*+ ^8*+ • • • + ^«*) ^* 



8 



t(V+V+V+--- + 0^ 



oder, wenn zur Abkürzung 

V + ^8* H ^■ ^«* "" ^* 

gesetzt wird, 

lg(l+a^x + a^x^-\ {-Onixf^) ^ —rS^X'-\ß^x^—^$^x^ 

Man hat hier eine Entwickelung der anfangs vorausgesetzten Art, 
und zwar ist 

mithin gelten folgende Relationen 

« «1 + «1, 

= 3aj + Og«! + 0^*2 + «8, 

usw. 

Die Größen s^^ s^^ 53, ... lassen sich also direkt aus den Koeffi- 
zienten der gegebenen algebraischen Gleichung herleiten, ohne daß 
es nötig wäre, die Gleichung aufzulösen. 

Aufgabe 22. Unter der Voraussetzung, daß für hinreichend 
kleiae x^ die Gleichung 
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(1 + a^x + a^ x^+ Oj iC^H y^l + h^x + h^ x^+ h^x^+ h^x!^-\ 

bestellen kann, sollen die Koeffizienten h^^ &g, h^^ . , . aus den 
gegebenen Koeffizienten Oj, a^y ^9 »t» hergeleitet werden, 

Nunmt man beiderseits die Logarithmen, differenziert imd 
verfährt im übrigen wie bei der vorigen Aufgabe, sq gelangt man 
zu folgenden Eelationen 

252 = (ft — 1) a^fei + 2|xa2, 

32^8 = (f* - 2) ajfeg + (2|^ - 1) Os&i + Sfio», 

4&4=(ft — 3)ai68+ (2|x — 2)02 52+ (dfi — l)a^hi+ 4cfia^, 

usw., 

welche zur successiven Berechnung von 5i , ^2 ) ^s ) * * * ^^^^^ können. 
Für den speziellen Fall ft = y ist z. B. 

■/l -^-OL^x + a^x^ -^ a^^ + • • • 

wobei die Koe£G[zienten bald sehr zusanamengesetzte Ausdrücke 
werden, deren independentes Bildungsgesetz zwar durch gewisse 
Formeln der Kombinationslehre dargestellt werden kann, aber keinen 
wesentlichen praktischen Vorteil gewährt. 

Um hiervon eine Anwendung zu machen, schicken wir folgende 
Bemerkung voraus. Bezeichnen a und ß <^€c zwei beliebige positive 
Größen, so lassen sich zwei Eeihen neuer Zahlen a^ o^, a^y - > * 
und j3^, ß^y 1^39 .. • mittelst nachstehender Formeln berechnen 

«2 = y («1 + ft), ft = y«! ßi y 

«8 = i («2 + ft)» ßs = /«a ft 1 

USW., 

so daß inmier 

a*+i = i(«ifc+ ft), /3*+i = y«*ftb 

ist. Nach dieser Formel hat man 

und femer — mittelst einer leichten Umwandlung — ^ 

SohlOmiloh, Übnngsbaoh. L 6. Aufl. Yon Kaetsoh. 22 
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a 



wo ik einen eohten Brach bedeutet, anf dessen Wert es nicht an- 
kommt Setit man in der vorigen Oleichnng % -• 0, 1, 2, . . . (n — 1), 
wobei Oq — «y ßo'^ ß '^ nehmen ist, nnd multipliziert alle ent- 
stehenden Gleichungen, so erhalt man 

und hieraus folgt fOr n » oo, weil (a — ß) i^ . . . e«— i immer 
einen endlichen Wert behalt, 

-^^ («« - ßn) =• 0. 

Die Größen On und ßn konyergieren also gegen einen und 
denselben Grenzwert, welcher das arithmetisch-geometrische 
Mittel zwischen a und ß heißt und im folgenden mit M(a, ß) 
bezeichnet werden soll. 

Um diesen Grenzwert mittelst einer unendlichen Reihe zu be- 
rechnen, setze man den echten Bruch 

— r-^ ^ it. mithin ß ™» « T—r-rl 

es ist dann 

«i-aj~y = a(l-X-f A»-X»-fX* ), 



femer, wenn fBr a^ und ß^ die Toratehenden Reihen benutzt werden, 

««,=.« (l-A+ii»-|A»+Hi*-"-) 
|S,-o>^l-2A+-|-l«-3i»+^l*-"- 

Auf diesem Wege fortgehend, erhält man die Reihe 

Jlf («, /J) = « (1 - i + Ai«-- |-A»+ Ifi*-...), 

deren Koeffizienten ein ziemlich verwickeltes, mit den bisherigen 
Mitteln nicht entdeckbares Bildungsgesetz befolgen. Beispielsweise 
findet sich ffir a = 7, ß =^ 3 durch direkte Berechnung 

a^ » 4,78901 86882 ß^ » 4,78901 85881 ; 
denselben Wert liefert die Reihe für a = 7 und l =» 0,4. 



I 
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• §41. 
NähenmgBweise Smnmierong von Beiheou 

In der bekannten Relation 

nehme man der Reihe nach 

a = 0, £?, 20 j 3;e?, . , . (w — l)jE?, 
6 = Ä?, 2ä?, SZj 4;e?, . . .nz; 

durch Addition aller entstehenden Gleichungen folgt dann 

F(ne) -F(fi) 
z 

wobei F(x) und F' (x) stetig und endlich bleiben müssen von 
rr; =» bis x ^^ n0^ w&hrend ^q, •O'^, ^^^ . . . dn— i nicht genauer 
bestimmte positive echte Brüche bedeuten, unter der Voraus- 
setzung, daß F* (x) innerhalb des Intervalles von x = bis x^n0. 
fortwährend abnimmt, ist weiter 

F'(p)> F'(&o^) >F'(0), 

F'(0)> F\0 + d'i0)>F^{20), 

F' (20) > F' (20 + ^^0) > F' (30), 



F'([n - 1]^) > F'([n -1]0 + ^n^i0) > F'(n0), 

und mit Hilfe dieser Ungleichungen folgt aus der vorigen Gleichung, 
dafi die Summe 

F' (0) + F' (0) + F' (20) + "'+ F' ([n -1]0) 

mehr betrögt als F(nz)--F{0) 

8 

dagegen weniger als 

F(nz)jFiO) _|_ ^,^Q^ _ p, ^^^^ 

Bezeichnet e einen nicht näher angebbaren positiven echten Brach^ 
so ist hiemach 

22* 













<»•€- 




ni <-==f 






-^-e-' e^'-<~*' ?'^€-^' 
fAfiTf w^stt ^ ^'% gium wird, wobei | > 1 kdi naft, 

8 P . r . 



^^Ä-4 



!-{• !--{* 1-r ^ 

I/A Fal^ €~*'"» erikilt man elKnso wie för | » — 

wolxi < i| < 1 fem mnß. Die links stehenden BeihcB kem i e a^ 
{p«r^ mit alkriniger Atisnahme der Falle | » 1 und i| = 1 ; üegt 
min I oder ij der Einheit nahe, so geht die KonTergenz so 
laogMun, daß man eine sehr große Gliederzahl berechnen mfißte, 
nm nur einige Genauigkeit za erreichen. So ist z. B. f&r | = 1-|- 
oder i; — 0,9 

Sw =* 0,00616, 



wonach die 8amnie von 50 Beihengliedem nicht einmal zwä 
sichere Dezimalstellen geben wfirde. In Fällen dieser Art leistet 
die angegebene Nähenmgsformel gute Dienste; sie liefert f&r 
r\ — 0,9 die Summe 
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i{^iö^ - 1) =-^.2«" 



statt des genauen Wertes 7^^060, welcher sich anf anderem Wege 
(mittelst elliptischer Funktionen) findet. 

An das Yorige knüpfen sich noch die Näherungsformeln 

.Beispiel 2. Es sei 

n*) = ?9'(^^)' mithin l<"(a,) = l_^, 

beide Funktionen bleiben endlich und stetig von x ^^ bis zu 
jedem beliebigen positiven Wwte der Veränderlichen x. Da femer 
F"(x) unter der Form 

dargestellt werden kann^ so erhellt, daß F"(x) immer negativ 
ist, daß also F\x) unausgesetzt abnimmt von JF''(0) = -|- bis 
^'(00)^0. Hiemach ergibt sich 



* ' « 2£f ' 8iEf ' ' (»-t1)j? e* — 1 e^'—l 



oder 

Geht man zur Grenze fOr TmendUch wachsende n Aber und 
berttcksichtigt das in Nr. 23 der Einleitong gefondene Besnltat, so 
erhält man 

^ + ^+?r:i+-=i(l-0 + ^' (Cf=. 0,6772167). 



842 ^- Unendliche Reihen. 

Ffir e~'"-{; und e»"y ergibt sich hieraus die Nfthenings- 
formel 

Die hier vorkommende Reihe IftBt sich nach Potenzen yon ^ 
ordnen und erhält dann die Form 

hierbei ist, wie zuerst Lambert bemerkt hat, ^ gleich der Anzahl 
der Teiler yon n, einschließlich 1 und n; für jede Primzahl p 
und nur für diese ist daher fp» 2. 

Bei kleinen Werten yon i konvergiert die Reihe so gut, daß 
man ihre Summe durch direkte numerische Rechnung finden kann, 
namentlich wenn folgende Transformation beachtet wird. Schreibt 
man die Einzelreihen fOr 

1» •: n» -: rs-t • • • 



1-t i-C 1-t« 

«in&ch untereinander, so erh&lt man die Doppebeihe 

» 

die erste Horizontalreihe und die erste Yertikalkolonne geben 
zusammen i _l >- 

nnd es bleibt die Doppebwibe flbrig 

f*+£* + f + 



• ■ • 



Die Yereinigong der ersten Eteibe mit der ersten Kolonne liefert 

1+f 



f*+2£«+2£»+-.= ^5«; 
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setzt man dieses Yerfahren fort, so erhält man statt der 
Lambert'schen Reihe die folgende 

l_j£-t-i_j.,S -1-i_j,J -I- j_j4S -t- « 

welche bei kleinen Werten von ^ sehr rasch konvergiert* So 
genügen z. B. fiir ^ = 0,4 fünf Glieder, um die Stimme auf neun 
Dezimalen genau zu finden, nämlich 0,968984159. 

Bei großen, d. h. der Einheit nahekommenden Werten von ^ 
gewährt diese Transformation keine bedeutende Hilfe, denn z. B. 
für J = 0,99 ist 

J±|g^; (0,99)^««» =0,0000005, 

wonach sechs genaue Dezimalstellen die Berechnung von mehr als 
40 Gliedern erfordern. In solchen Fällen erweist sich die 
Näherungsformel sehr brauchbar; sie gibt z. B. für ^ = 0,99 

0,577 2157 — lg (0,010 0508) 



0,25 + 



0,0100508 



^ , 0,577«57 + 4,6001488 r^^«^« 

== 0,25 + r, = 515,8932, 

' ' 0,0100508 ' ' 

und diese Summe differiert sehr wenig von dem genauen Werte 
515,89815, der sich aus einer Korrektion der Näherungsformel 
findet. (jOompendmn der höheren Änalysis^ Band 11, Seite 242.) 



§42. 

Nfthenuigsweise Darstellung gegebener Funktionen. 

Wenn die Potenzreihen fClr zwei verschiedene Funktionen in 
mehreren anfänglichen Termen übereinstimmen, so ist zu erwarten, 
dafi die beiden Funktionen — wenigstens bei kleinen Werten der 
Veränderlichen — nicht sehr voneinander differieren werden, daß 
man folglich die eine der beiden Funktionen als eine genäherte 
Darstellung der anderen betrachten darf. Aus dieser Bemerkimg 
entspringen zwei Aufgaben: erstens, zu einer gegebenen Funktion 
eine ihr nahekommende zu finden, und zweitens, den Grad der 
Annäherung, d. h. das Maximum der Differenz beider Funktionen 
zu bestimmen. Das folgende Beispiel wird zeigen, wie derartige 
Aufgaben zu behandeln sind. 
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Beispiel 1. Die dni KontutiB c, ß, j 
, daB die Gleifheng 



l9il + x 



■ggKfiwt geom eUttfiiidet. 

Einaneili ist miter dar Bedingnng x*^! 

aiidstwiti, weim t^x^ ^ 1 gc&omiiieii wird, 

« ., _ (aj - ß)x^ + iaj - ß)7^ - (ar - ftr*«* + -; 

setzt man in heädea Reihen die Koeffinenten tob s, «* and x* 
j^eiclif so bat man drn Gleidmngen mr Besliuiumnif der drei Unr 
bekannten ir, ^, 7 nnd erbilt ff »* 1, ^ ^ -|^9 7 » -§-« Demnach ist 

^(i+')-TTll^ — {(i-iK-(i-^)^+(i-.*^'*— •}' 

nnd zwar müssen hier die Bedingungen x'^ 1, yx'^ 1 ißeidi- 
zeitig erfilUt sein, woko x* < 1 genfigt. Setsen wir aoßerdem x 
positir Torans, no wird die Somme der letzten Reihe Ueiner als 

a-i)**+(i-^>'+(i-8^)**+-' 

mithin erst recht kleiner als 
nnd es ist daher 

wo Q zwischen nnd \ liegt. 

Dasselbe Yerfiüiren gestattet folgende kleine Modifikation, 
welche meistens bequemer sein dfirfte. Man set^ 



^(1 + ^)- 1.«^ ==^» 



multipliziere mit 1 + yx nnd substituiere fOr Z^(l + ^) die gleich* 
geltende Potenzreihe; es ist dann 

(i + y«)B=(i-«> + (y-^-i>«+a-iyK-(i-iy)«* 

+ (i-iyV-(i-iy>*+- 
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Wählt man a^ ß^ y so, daß die Koeffizienten yon x^ x^ und x^ 
verschwinden, so wird 

Die Summe der eingeklammerten Eeihe beträgt, wenn < o; < 1 
YoratiJsgesetzt wird, weniger als 



und daher kann f&r jedes positive eeht gebrochene x 

^°- (i-4(»+2.) - ^<^<h 

gesetzt werden. 

Beschränkt man x anf das Intervall von o? = bis x^=^\i 
so ist in der Beihe 






3*4 4*6 5-6 

gleich von Anfang an jeder Term größer als sein Nachfolger^ also 

18 



die Snmme der Reihe < h x^, und der absolute Wert des Restes 



B kleiner als 

oder _ A r^ ^ ^ ^ 

So ergibt sich z. B. f{ir x = 0,3, wenn für q das eine Mal sein 
größter Wert ^, das andiBre Mal sein kleinster Wert Null ge- 
setzt wird, 

0,262275 < lg(lfi) < 0,262600, 

während der wahre Wert ist 7^(1,3) =» 0,2623643. 

Beispiel 2. Die allgemeinere Voraussetzung 

7 /i I \ x{a + ßx) ^ 

lg(l + a?) — T-r — t ^ i *= B 

liefert fOr a, /3, y, d die Werte 

a=l, |3 = |, y==l, d = |, 
mithin /» i « \ 



546 ^ ÜDOidlidie Bflibfln. 

Man findet forner 

nnd hiennB Ar jedes podtiTe echt gebrochflne % 

^- (« + «4»')(l-x) ^ 0<,<i. 

ü^^id % auf da« Interrall Ton x s bis ^ = y besdirinkt, so 
ergibt sieh 

Im Falle x » 0,S ist hiemaeh 

0^6tM7i < ^(1,3) < 0^628709. 
Beispiel 3. Setzt man 

T^iri^j- 15-9X« +^> 
80 ergibt sidi fftr «* < 1 

(5 — 3a^B -.—«' + — X« + -^ä" + ^^«^» + . .; 

V** o* yx» ^^* ~ 7-9 ~911 '11-18 * ' 

es kann daher für positive echt gebrochene Werte von % 

gesetzt werden« 

Beispiel 4. Geht man Yon einer Ähnlichen Annahme, wie 
im zweiten Beispiel ans, so erhält man 

6 + 205 ^ 

(6 ~ 4fl? + a?*)JB « — + ^' + -^ 1 5^ + . •. 

^ ^ '^ 84 ^ 1-4. 6 ^ 12. 6-6 ^ 1-2-8.6.7 ^ 

Setzt man nun x positiv yoraus, so wird die Summe der letzten 
Beihe kleiner als 

»:i(^ + f + r« + rT8 + •••)' 

mithin 



also 



'"'^12[(aj-2)* + «] 2* ' 



\ 
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wobei Q zwischen und ^ liegt. Durch Substitution dieses Wertes 
ergibt sich 

Beispiel 5. Dnrch ein ähnliches Verfahren wie bei dem 
vorigen Beispiel erhält man unter der Bedingung x*<l 

und '.^-f'^r a-4.(it-l)x + n(^-i)x*^^ 

[6 - 4(|» - 1)« + ftO» - 1)3^B = C^«* + CjiT* + C,«« + •••» 

worin die Eoefi&zienten C^, (7g, ... durch folgende Formel be- 
stimmt sind 

G„ = 6-(ft)„ — 4 ((* — 1) • (fi)„_i + (t (ft — 1) • (ft)«-». 

Vermöge der Werte der Binomialkoeffizienten findet man weiter 

, . (w-8)(n-8)(ft+l)0t + 2) 
C„ - (.(tj„_i (n-i)n 

mithin ^ ' 

[6 — 4(ft - 1)« + fi((t — 1)«*] B 

Die Grenzen, zwischen welche dieser Ausdruck gebracht werden 
kann, hangen von der Beschaffenheit des Exponenten ft ab. Ist 
derselbe ein positiver echter Bruch, so wird 

— [6 + 4(1 — ft)a? — fi(l — ft)a;*] B 

-P + .)(.-.>^(5!j - ?=-'.^ + fc^fc-).^ _...]; 

unter der Voraussetzung, daß x zwischen und -|^ liegt, beträgt 
jeder Term der Beihe dem absoluten Werte nach mehr als sein 
Nachfolger, daher ist die rechte Seite positiv und kleiner als 

(2 + ^)(l-,t»)^ir*.j^<ia^. 
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Imkigt ütmet Piiaieiliiiimiii «gibt siek 

wobei die fib* |i und x erwilmten BedingmigaB fwfmfciltBn smd. 
ffimiadi ist X.B. 



Beispiel 6. Mittelst der bisherigen MeÜiodB findet man 



eosz 



, ^ . »v« «• (^ -, 411 • , «IS - 816 * , 1 

und für den FaU, daß x'<^ ist, 

Innaiialb der Grenzen und \% darf also gesetxt werden 

Beispiel 7. Behandelt man die Funktion smx in analoger 
Weise, so findet man, daß zwischen den Crrenzen nnd \n 
gesetzt werden kann 

«(«0—7««) , 7 /v ^ ^ 1 

Beispiel 8. unter der Yoranssetznng, dafi x positiT und 
«* < 0,9 ist, erhält man 

. «(16 + 4«") - ^ ^ . 1 

^^^^^-^ 15+9«« — ^^' o<e<^. 

oder auch, wenn der Bogen tf<arc 41^59' genommen wird, 

16 — 11 Mit«« . . - r. ^ ^ \ 

Beispiel 9. Nach der bisherigen Methode findet man, echt 
gebrochene positive Werte Ton « yoransgesetzt. 



» 
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a: (60 — 17a?*) . ^ 

{W ^'^;-«^2.4'6.6.7"^2.4.6*7.8.9"^2.4.6.8'9.10.11 + ":' 
wobei die Koeffizienten c^, c^, . . . unter der Form 

c„=3(»-5)(llw-16) 

enthalten sind. Beachtet man, daß liw — 16<llw — 11 ist, so 

ergibt sich 

«n ^ 38(n-5) 
< — TT — » 



mitinn («-2)(«-l)n ^ (n-2)« 

Wie leicht zu sehen ist, besteht immer die Ungleichung 



m 



^ ^ 1. .X (2m + 8)(2m + ö)<80 

Und daher ist 

(60 - !27a;«) JR < |a;' (1 + ÄJ*+ a^+ a?«+ • • •)» 
oder 



.7 A.7 



40 (60-27a:*)(l-a;*) ^ *» 1-a:* 
Damit gelangt man zu dem Endresultat 

a;(60 — 17äb") . paj' ^ * 

«'■<'«*♦** = -60327^ + i-p' 0<9<;^- 

oder 

öOstni« — 17fitw"tt ,• asin'u /^ ^ ^ i 

60 — 27s»n*tt . cos'tt ^ ^ ^ 40 

wobei w zwischen den Grenzen und y 7t liegen muß. 

Beispiel 10. Es soll die Genauigkeit der Näherungsformel 

- 8a; 
arcstnx = 



untersucht werden. 

Setzt man 

8a;(2-l/l-aj«) ^ 

arcsmx ^ «, i > ' = Ä» 

S + a?* ' 

so erhält man vermöge der Beihen för arcsinx und "j/l — ä* 
{S+x)E=^^-:^x +^-^. — x +^-.^^^._a;^ + ... 



850 



YT UiiODdlich6 Hfft»i»»» 



Wird nun x positiy angenommen, so wird die Summe der letzteren 
Beihe kleiner als 



mithin 



i*'(i+i*'+i**+i**+ ••), 






Demnach ist 

wrcwnx 






2+yi-a: 



oder auch, wenn are sin x ^u gesetzt und u auf den ersten 
Quadranten beschränkt wird, 



u 



8 sin u , Q Mfi' u 
H s — » 



i + casu 



cos^u 



0<Q<^ 



Von dieser Formel l&ßt sich eine Anwendung zur graphischen 
Rektifikation yon Kreisbögen machen. Ist lAmlidi (Fig. 85) AB 

ein gegebener Bogen 

des mit dem Badius 

ÄC beschriebenen 

Kreises, so bestimme 

^ man auf der Geraden 

J'i AC den Punkt D, 

8odaB^D==3*^a 

und CD ^^2'AC wird, lege in A eine Tangente an den Kreis 

und ziehe die Gerade DB^ welche die Tangente in E schneiden 

möge; für -4. (7 = 1 , arc AB = u ist dann 




AE^ 



fisinu 
2-f co«u 



mithin nahezu AE='arcAB. Solange der Zentriwinkel ACB 
nicht mehr als 30^ beträgt, ist der hierbei begangene Fehler weit 
geringer als die bei Zeichnungen überhaupt imyermeidHchen kleinen 
Fehler; bei größeren Zentriwinkeln rektifiziert man die Hälfte oder 
sonst einen passenden Teil des Bogens und nimmt von AE das 
entsprechende Vielfache. Wie die Figur zeigt, kann man dieses 
Verfahren auch umgekehrt anwenden und mittelst desselben einen 
gegebenen £[reisbogen auf einen zweiten Kreis übertragen, so daß 
arc AB' = arc AB ist. 
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Beispiel 11. Es soll die Genauigkeit der Gleichung 

•+(i)"+a'"+(l4:l)'»'+--i(t+^)+i5Pj^ 

untersucht werden, wobei x einen positiven echten Bruch bedeutet. 

Für die Differenz zwischen der linken und rechten Seite 
findet man 

2-4-6.8 \* "^ «« 2.4.68/^ 

_ i'85'7'9 A I JL _ 1 8'6'7-9 \ 5 
2.4.6-810 \* ■'" W 2 4-6-810/ ^ 

~ 2.4-6-12 V*" "^ "« 2-4-6-12/ ^ ' 

femer 
d. i. 

-D ^ 116. ^ ,^ i _5_. 

wonach gesetzt werden darf 



4 



Beispiel 12. Es soll die Genauigkeit der Gleichung 

• - («' f - Ci-3' I* - (irl)' ? - - i (' + V^ + iv^ 

untersucht werden, wobei x einen positiven echten Bruch bedeutet. 
Man findet fOr die Differenz beider Seiten 



X 






4096 i_a.^»i 1-«' 

80 daß gesetzt werden darf 

In der Lehre von der Rektifikation der Kurven wird sich zeigen, 
daß die obige Näherungsformel zur approximativen B.ektifikation 
der EUipse benutzt werden kann. 
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§43. 
Die AnflSsung tapaiiAsendenter Oleiohimgen* 

Die Beispiele des vorigen Paragraphen haben das Gemein- 
same, daB eine transzendente Funktion nähenmgs weise durch eine 
algebraische Funktion ausgedrflckt wird; hiervon UBt sich auf 
folgende Art Gebrauch machen zur Auflösung transzendenter 
Gleichungen. 

Es bedeute F(x) eine aus algebraischen und transzendenten 



8inx 



Bestandteilen zusammengesetzte Funktion (z. "B. x — cosXj ^ 
und dergleichen) xmd es sei die Gleichung ^ 

F{x)^0 

aufzulösen; ersetzt man hier die transzendenten Bestandteile durch 
die ihnen nach § 42 naliezu gleichgeltenden algebraischen Aus- 
drücke, so verwandelt sich die gegebene transzendente Gleichung 
in eine algebraische Gleichung, welche nach den gewöhnlichen 
Methoden aufgelöst werden kann. Der so erhaltene Wert von Xy 
welcher | heißen möge, ist selbstverständlich nur ein Näherungs- 
wert xmd bedarf in der Begel noch einer kleinen Korrektion. Um 
diese zu finden, berechne man zuerst ■F(§), welches nicht genau 
= 0, aber auch nicht viel davon verschieden sein wird; der er- 
haltene Wert sei £, also 

Man setze femer a; » | -f ^9 wo 6 die Korrektion bedeutet, und 
beachte, daß bei kleinen Werten von S nahezu 

j'd + *) = j-ci) + rf . j"(s) 

ist; man hat dann 

j'(S) + d.j"(l) = o, 

mithin wegen der vorhergehenden Gleichung 



F'iS) 

Der hieraus folgende Wert von d ist nicht absolut genau, mithin 
§ -f- ^ nur ein zweiter Näherungswert von x\ man kann aber 
diese Yerbesserungsmethode beliebig oft anwenden und dadurch 
dem wahren Werte des a^ so nahe kommen, als es der Zweck 
der Rechnung erfordert. 
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Beispiel 1. Es soll die Gleichung 

lg(l + x)-j^x^O 
aufgelöst werden. 

Abgesehen von der Wurzel a? = gibt es noch eine zweite 

Wurzel zwischen ^ ^^^ ^9 ^^ ^^^ ^^^ Gange der Funktion 

lg(l+x)-ix 

leicht zu ersehen ist. Wegen des echt gebrochenen x kann man 
die vorliegende Gleichung durch die folgende ersetzen: 

aus dieser ergibt sich 

X = ys — 1 = 0,78206. 

Wird dieser Wert mit g bezeichnet, so ist 

a = lg(Ys) — -|-(-/3 — l) = 0,649806 — 0,649038 = 0,000268, 

und hieraus folgt als zweiter Näherungswert 

X « 0,73860, 
welcher auf fOnf Dezimalstellen richtig ist. 

Beispiel 2. Man verlangt die Wurzel der Gleichung 

ire«_ 2 = 0. 

Aus dem Gange der Funktion x^— 2 erkennt man, dafi die ge- 
suchte Wurzel zwischen und 1 liegt, mittelst der im 'vorigen 
Paragraphen entwickelten Näherungsformel für e^ findet man als 
ersten Näherungswert o? = -f- und als zweiten 

X = 0,8626. 

Beispiel 3. Es soll die Gleichung 

X — cosx ^ 
aufgelöst werden. 

Da der gesuchte Wert zwischen und ^it liegen muß, so läßt 
sich die im vorigen Paragraphen ^a cosx entwickelte Näherungs- 
formel anwenden. Man erhält zunächst die kubische Gleichung 

x^+ 5a;*-12ic-12 = 0, 

hieraus als ersten Näherungswert x = 0,739 = arc 42^21' und nach- 
her durch Verbesserung 

flj = arc 42^ 20' 47 ",3. 

SohlOmiloh, Übungsbnch. I. 5. Aufl. von Naetsch. 28 
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Beispiel 4. Ffir die Wnnel der transzendenten Gleichung 

1 — (1 + «*) C08X — 

findet man als ersten N&hemngswert 

und durch Verbesserung 

X — 1,10«606 — orc 63*10' 8",2. 

Es ist dieser Wert nicht der einzige , welcher die gegebene 
Qleichung befriedigt Die Wurzeln derselben lassen sich nämlich 
als Absdssen der Funkte betrachten, in denen sich die beiden 

Kurven , 1 

y^cosx und y — jq:^ 

schneiden, und hieraus folgt durch bloße Anschauung der Kurven, 
daß unendlich viele positive und negative Wurzeln vorhanden sind. 
Die positiven Wurzeln x^^ x^^ ^s« - * * Hegen folgendermaßen 

\n<x^<i2n^ 27r<aJ3<Y«, 

■f« < »4 < 4«, 4:%<X^< \%^ 

Die negativen Wurzeln haben dieselben absoluten Werte, aber das 
entgegengesetzte Vorzeichen. Femer übersieht man leicht, daß 
die Differenzen 



S 6 7 9 

X^ — Y^» ^S^'T"'^» ^l^T^i ^6"~T^» 



• • • 



welche alternierende Vorzeichen besitzen, rasch abnehmen, daß also 

oJn+i 2~^ gögöJi die Grenze konvergiert 

Um x^ zu finden, setze man x^^^\7t '\- 1^^ wodurch 

^«^ = i + (|.Us)« 
wird; man hat dann wegen der Kleinheit von § nähenmgsweise 

und durch weitere Korrektion 

x^ = 4,764761 = arc 272*25' 39", 8. 
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Auf gleiche Weise findet sich 

«j= 7,887964 = arc 449^ 4' 56^1, 

a?4= 11,008766 = arc 630^ 28' 9", 6, 

iCj« 14,182186 = arc 809® 42' 52", 4, 

x^ = 17,282097 = arc 990® ll' 28", 8, 

usw. 

Beispiel 5. Um die kleinste positive Wurzel der Gleichung 

u — cotu = 

zu finden, benutze man für t^ die im 10. Beispiel des Torigen 
Paragraphen entwickelte Formel; als ersten Nfthemngswert er- 
hält man 

cos tt = ^ ."" oder u =» arc 49® 21' 

4 

und durch Verbesserung 

w = arc49®17'36",6. 

Die obige transzendente Gleichung besitzt übrigens noch unendlich 
viele andere Wurzeln. 



28' 



Kapitel XU 



FvnkUoBen «nd BaiheM Kit komplexen Tariabeln« 

§44. 
Die efnUBChmt Fnnktloiien komplexer Vadabeln. 

1. Bexeiehitet i die immgiiübre Einheit |/— 1, so ist x+ iy 
die aJlgameiiie Foim einer komplexen Variabeln; a^+f^ hmßit die 
Norm dieser Variabeln, "/ap* + y* ihr Modal, wohei die Wurzel 
jederzeit im aheolnten Sinne glommen wird. 

Setzt man femer 

tgd — ^ oder — aretg^±hit, 

WO Tc eine beliebige ganze Zahl bedeutet, so läßt sich die komplexe 
Variable immer auf die Form 

X + iy ^ r(co80 + ismd) 

bringen, wobei r dm Modul bedeutet; heißt dann die Ampli- 
tude der Yariabeln. 

2. Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division kom- 
plexer Yariabeln werden ebenso ausgef&hrt wie bei reellen 
Yariabeln, nur hat man dabei auf die Gleichungen •'»» — 1, 
»• =» — i, i* — + 1, i* = + i usw. Bücksicht zu nehmen. Falls die 
komplexen Yariabeln durch Modul und Amplitude ausgedruckt 
sind, können Multiplikationen und Divisionen mittelst der Formehi 

rj(<»5Öi+i^n6i)-rj(cö5Ö2+i«i«62)=rirj[co«(6i+öj)+*^»«(®i+^«)l 

r.(<^a.+ ,«na.) _r,^ ^q g ^ ^ ism(e,- 6,)] 
r,(co«6,-|-t«n0,) r, ■- ^ * *' ^ * *-'•' 

ausgeftlhrt werden. 

3. Um eine komplexe Zahl mit einem reellen ganzen positiven 
Exponenten zu potenzieren, druckt man die Basis durch Modul 
und Amplitude aus und hat 

(x + iyy^=» [r(c08d + isindy]^'=f^(co$mO + isinmB). 
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Ist der Exponent ein positiver, auf seine kürzeste Benennung 

«^ Hfl __ 

gebrachter Brach — » so hat die Potenz n verschiedene Werte, 
welche aus der Gleichung 



m m 



ir(cosu + tsmu)]^ «r" Icos h tstn — — 1 



m 



für Ä = 0, 1, 2, 3, . . . (w — l) hervorgehen. Dabei ist r** im abso- 
luten Sinne zu nehmen. 

Potenzen mit negativen Exponenten werden mittelst der 
Definition 

auf Potenzen mit positiven Exponenten zurückgeftQirt. . 

Nach dem Vorhergehenden sind die n Wurzeln der Gleichung 

bei geraden Werten von n folgende 

+ 1, -1, 

COS \- tstn — » cos tstn — > 

n n n n 

49r , . . 4« 4» . . 49r 

cos ttstn — 1 cos tstn — > 

69IP . . DA 69t . . D^C 

COS {-tsin — » cos tsm — > 

n n n n 



(n — 2)« , . . (n — 2)ä (« — 2)« . . (n — 2)3r 

COS- — \-%stn- —y cos- tstn^ —^ 

tl 91 91 91 

bei ungeraden Werten von n sind sie 

+1, 

COS \-tsm — j COS tstn — » 

n n n n 

49r , . . 4». 49r . . 4?« 

COS \-tstn — ? cos tsm — » 

91 ' 9» n n 

6a , . . 6a 6a . . 6a 

COS l-tstn — » cos tstn — » 

n * n 91 91 



(91— 1)a , . . (91— 1)A (91 — 1)a . . (91— 1)a 

COS- ^-' + tstn- —y cos- tstn- ^ 

91 ' 9» 9» 91 



368 ^^* Funktionell und Reihen mit komplexen Yariabeln. 
Ferner hat die Oleichung 

bei geraden Werten von n folgende Wurzeln 

cos yism — » cos %sin — » 

n n n n 

8« . . . S« 8« . . 8« 

COS Vism — f cos %s%n — i 

n n n n 

6« ... 6« 6« . . 6« 

COS \'%8m — > a>5-- — xsm — i 



(n — 1)« , . . (n — 1)« (n — 1)« . . (n — 1)« 

C08' — \-%8%n- —^ COS- ism- —i 

n n n n 

dagegen bei ungeraden Werten von n 

-1, 

COS h » 8%n — 1 cos %sm — i 

n n n n 

8« . . . Ssr 8« . . 8« 

008 ^%8m — » cos %sm — j 

6« ... 6« h% . . 6« 

COS \'%sm — I cos %sm — » 

n n n n 



(n — 2)« , . . (« — 2)« (n — 2)« . . (n — 2)« 

(jo5.b i — \^%8m- —1 cos^^ — tsm- — 

n n n n 

Bei komplexen Werten yon e^ und z^ gilt der Satz 

ohne Einschränkung, wenn fi eine positive oder negative ganze 
Zahl ist; bei gebrochenem fi bleibt er insofern richtig, als jeder 
Wert von z^^^ multipliziert mit einem der Werte von e^f*^ wieder 
einen der Werte von (j^iB^Y ergibt. 

4. Die Exponentialgröße e' + ^v wird durch die Oleichung 



e.4-..-Xi»,{(l + ^)'") 



definiert, worin m eine unendlich wachsende ganze positive Zahl 
bedeutet; die Ausführung des angedeuteten Grenzüberganges liefert 

e*+*y=: ^(cosy + isiny). 
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Hieran knüpfen sich die speziellen Gleichungen 
efy^ cosy + ismy^ 6—»*'= cosy — iMny^ 

— ^2 = «>5y, ^ — =-my. 

Allgemeiner ist bei reellen positiven Werten von a 

a*+<y= a^[cos(jßlgä) + isinQßlgd)]. 
Die Oleichnnflf , 

gilt ffir alle komplexen Werte Ton e^ imd jer,. 

5. Bezeichnet Lg^ den allgemeinen natürlichen Logarithmus 
von ^, d. h. die allgemeinste komplexe Zahl e^ welcher die 
in der Oleichung e* » ^ ausgedrückte Eigenschaft zukommt, so ist 
bei positiven Werten von Ig 

L9{i + in) - i-%l'(S*+ n") + i{arct9^ ± ^Tcn]^ 

worin Ic eine beliebige ganze Zahl bedeutet; bei negativen Werten 
von I ist 

J^^(5 + ii?) -i?^(|'+ i?0 + i jarc^^l ± (2ft + l)jr). 
Spezielle FftUe hiervon sind 

Lg{+ 1) - ± 2ÄJjti, X^(- 1) - ± (2Ä + 1)«?». 
Die Gleichung x,(t.Ji) = X,?, + i,?, 

gilt allgemein, wenn die Vieldeutigkeit von Lgi beachtet wird 
(ähnlich wie am Ende von Nr. 3). 

Eine häufig angewendete Formel ist noch 

wobei h eine beliebige ganze Zahl bedeutet. 

6. Die in Nr. 4 für C05^ und siny angegebenen Formeln 
dienen als Definitionen des Cosinus und Sinus einer beliebigen 
komplexen Variabein, sie geben 

cos {x + %y) =a — ^— — cosx — i — 5 — sm a:, 

5W (oj + %y) =a — >— — s%nx -\' % — r — cos a?, 
und spezieller 

oos (ty) — —^ — 1 sm (ty) — % — 
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Die beiden Funktionen 

2 2 

nennt man den hjperboliscben Cosinus resp. den hyper- 
boliscben Sinus Ton y und bezeichnet sie entweder mit ^ody 
und Sin y oder zweckm&Biger durch cshpy und Sfihpy. Demnach ist 

008 (ty) =- c$l^y^ sin (iy) == i snhpy 

und 

C08{x + iy) = cosxcshpy — isinxsnhpy^ 

$in(x + iy) » sinxcshpy + icosxsnhpy. 

7. Für die übrigen goniometrischen Funktionen benutzt man die 

gewöhnlichen Definitionen 

1 , sin g 

sece=» » tgz=^ » usw. 

cos s ^ cose 

und erhält 

sec (x + f y ) == 2 ^^ — ■ — ^ ~ — ^^ 

^ casxet^y-\-%sinx8nhpy 

~~ eos2x-\'C8^2y 

sin%x-\-isnhp2y 
C08 2x-\-%cshp2y 

^™>./- I • \ n(e^ + e'~^)8inx-'i(e^^e''^)cosx 
oosec (x + «y) = 2 ^^ — ■ — ^ 5 — ^^ ^ 

rt sinxcshpy — i cos xsnhpy 

co«2a; — C8^2y 

stn 2« — isnhp 2y 

cos2a; — {»Ajp2y 

Die goniometrischen Formeln für sin (e^ + e^)j cos (e^ + jEf^) usw. 
gelten ebenso bei komplexen wie bei reellen Werten von 0^ und g^» 

8. unter Are sin ^ versteht man jede reelle oder komplexe 
Zahl ßy welche der Gleichung sin z ^ ^ genügt; wird zur Ab- 
kürzung gesetzt 

s=i-{y(i+s)'+i»*+/(i-i)*+i?'}» 
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.wobei alle Wurzeln im absoluten Sinne genommen werden müssen, 
und bezeichnet man femer mit n eine beliebige positive oder 
negative ganze Zahl, so sind alle Werte von Are sin (£ + irf) in 
folgenden zwei Formeln enthalten 

Are sin (J^ + ivi) =^ 2n7t + arc sin T + i'lg {S + yS^— l)> 

Are sin (| + irf) «= (2 w + 1) tt — arc «i« T — i • ?^ (ä + )/fi^ — l). 

Der kleinste dieser Werte möge mit arc sin (| + ir^) bezeichnet 
werden, nämlich 

arc sin (| + iri) = arc sin T + i-Jg {S + ]//8^— l); 

dann gelten die bekannten Formeln 

Arc sini= 2n% + arc sin J, 

Arc sini= (2n + 1) tt — arc sin f 

gleichmäßig für reelle und komplexe Werte von ^. 

Für iy -= 0, |*> 1 wird /S = g, T = 1, daher 

arcsin^^^Tt + i'lgi^ + y!^^^), g2>l; 

für I = und beUebige ij wird Ä =yT+^, T = 0, mithin 



arc sin (iri) = i'lg ("/l + if + ly). 

Versteht man unter Arc cos f jedes der Gleichung cos = ^ 
genügende 0y so kann man alle Werte von Arc cos (| + irj) durch 
folgende zwei Gleichungen darstellen 

Arc cos (^ + iri) =^ 2njt + arc cos T -- i'lg {8 + VS* — l), 

Arc cos (J + iri) ^ 2nn — arc cos T + i' lg {s + )/S*— l), 

worin n, 8 und T dieselbe Bedeutung haben wie vorhin. 
Definiert man arc cos (J + iri) durch die Formel 

arccos(^ + irj) « arccosT— i'l{8+ )/Ä* — l), 

so gilt die Belation 

Arc cosi^ 2n% ± arc cos J 

gleichmäßig für reelle und komplexe Werte von ^. Ebenso bleibt 

die Formel . <. . ^ i 

arcsmi + arc (»5 f = f% 

fOr reelle und komplexe Werte von ^ richtig. 
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9. Jedes der Oleiehong ig b ^ i genügende werde mit 
Are ig i beieichnet; simtliche Werte yon Are tg(i + iff) sind dann 
in folgenden swei Formeln enthalten: 

^rc ^ (g + <,)-«« + 1 orc <ir i:r^|^ + > [|J±§i|-r|' 

worin n eine beliebige positive oder negative ganze Zahl bedeutet. 
Die ittr n » entstehenden Werte mögen arc tg (^ + iri) 
heißen y n&mlich 

dieFonnel ^'+^*>^' 

Are tg i ^ nn + arc ig ^ 

gilt dann gleichmäßig fllr reelle und komplexe Werte von f. 
Für fi — folgt 

aretg(in)^{lg[(\±^)'], ^«<1, 

die Funktion arc tg (irf) lindert sich demnach sprungweise an den 
SteUen iy =- ± 1. 

Versteht man unter Are cot f jedes Zj welches die in der 
Gleichung cot z =^i ausgedrückte Eigenschafb besitzt, so bestimmen 
sich die Werte von Arc cot (S + ii?) durch folgende zwei Formeln: 

worin n eine beliebige positive oder negative ganze Zahl bedeutet. 
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Dem Werte n =» entsprechen die speziellen Ftinktionswerte 
arc cot (I + ii?) - \\7t - arc cot — ^gf^^j- 4^^[ gi4.(iIq)« J^ 

arc co^ (I + « 1?) -( \ arc cot — ^-^^ -^Ig [|y^^j3^,J ' 

es ist daher allgemein für reelle und komplexe Werte von i 

Arc cot f = »TT + orc cot f 
und ebenso, je nachdem t positiv oder negativ ist 

«**c tg ^ + arc co< f = ± y jt. 

Auch von der Funktion arccot(iri) gilt die Bemerkung, daß sie 
an den Stellen i^ » ± 1 Unterbrechungen der Kontinuität erleidet. 

§46. 

Beihen mit komplexen Variabein« 

Eine unendliche Eeihe, deren Terme komplexe Zahlen sind, 
heißt konvergent, wenn sowohl die reellen als auch die imaginären 
Bestandteile aller Terme, Mr sich genommen, l^nvergierende 
Beihen geben; in jedem anderen Falle heißt die Beihe divergent. 
Zur Konvergenz der Beihe 

(uq + iv^) + (wi + ivi) + (w, + ivg) + • • • 
ist also erforderlich, daß die zwei Beihen 

^0 + % + ^8 + ^8 H 

gleichzeitig konvergieren. Sind U und V die Summen der 
letzteren Beihen, so nennt man U + iV die Sunune der obigen 
komplexen Beihe. 

Beispiel 1. Es soll die Beihe 

fOr den Fall eines komplexen jer, nämlich 

==^r (cos + isinQ) 
summiert werden. 
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Die beiden Beihen sind hier 

j^r cos B + \f^ cos 29 + \r^ cos Sd + " -> 
\rsind + \r^sm2d + \f^smSe+'"; 
dieselben konvergieren unbedingt, wenn schon die Beihe 

konvergiert, d. h. wenn r* < 1 ist; auch sind dann ihre Summen 
stetige Funktionen von r. Nennen wir sie tJ und F, so erhalten 
wir durch Differentiation 

-j- ^ cos 9 + r cos 2d + r^ cos Sd -i y 

d. i. nach den Formeln in § 35, Nr. 14 

du cosQ — r 

'dr'^ l-^rcosQ + r*' 

wofür geschrieben werden kann 

du ^ d[-\lg(1^2rco8Q + r')] 
~Sr dr 

Zufolge des in § 37 unter d) erwähnten Satzes folgt nun 

17 = - ^^^(1 — 2rcosd + O + Consty 

und wenn man beachtet, dafi die mit U bezeichnete Beihe fOr 
r « verschwindet, so erhält man Const =» 0, mithin 

-\lg(l-2rcosd + r^) = j^rcose+\r^co82e + \r^cosSd+'" 

r«<l. 

Mittelst desselben Verfahrens findet sich 

arctg /"^^ , = j-rsmd + ir^sm2e + \r^sin3e+'" 
^1— rco«e 1 'S » 

Setzt man wieder r(cosQ + isinff) =^ xmd beachtet die Belation 

= — lg\l — r(cosd + isind)] = '^(-j^^)' 

so gelangt man mittelst der obigen Gleichung zu dem Besultate, 
daß die Beihenentwickelung 
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?!/(T^) = i* + i** + i^'' + 



auch für solche komplexe Werte von ß gilt, deren Modul weniger 
als die Einheit beträgt. 

Beispiel 2. Es soll die Beihe 

für den Fall e == r{cosQ + ism0) summiert werden. 

Die obige Beihe konvergiert für jedes r und und zerfällt in 

^ ^ , rcosB , r*cos2d , r^cos^Q , 
^^ 1 + -T" +^1^2" + ^7275" + '••' 

'^~ I 172 ^ 1.2-3 ■' 
Man bemerke nun, daß folgende Gleichungen gelten 

— = Ucosd — Vsin 0, -jQ ^ Usind +Vcosdy 
aus Welchen sich die Belationen ergeben 

Diese können einfacher dargestellt werden, wenn man setzt 

CT + i7 = P(cosSl + isin^), 
mithin 



es ist dann 



Ü^ + V^^P^. 
dr dr dr 

und infolge dieser Beziehungen gestalten sich die vorhergehenden 
Gleichungen wie folgt 
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^^PcosB oder ^^i^l^, 
dr dr dr 

da . f^ dSl d(rime) 

dr " dr dr 

Hieraus ergeben sich die Werte 

wo a und b Eonstanten bedeuten. Diese bestimmen sich durch 
die Spezialisierung r « 0, und das Endresultat besteht aus folgenden 
zwei Gleichungen 

«f "••««(r mO) - ^- + -j^j- + ^Pj;;,- 4- • • • 

Multipliziert man die zweite Gleichung mit t und addiert sie 
zur ersten, so findet man, daß die Gleichung 

m g% gt 

^1^12^ 1-2.8^ 

für jedes komplexe gültig ist 

Beispiel 3. Es soll die Beihe 

^ 1 ^ 12 ^ 123 '^ ^ 

für j? =» r(co8d + i5»«6) summiert werden. 

Bezeichnet man die Binomialkoe^ienten auf die gewöhn- 
liche kurze Weise, so handelt es sich um die Summierung der 
beiden Beihen 

1 + {lJf)ircosd + {fi\r^cos2d + (fi\r^cosSd + • • •» 

(ji\rsinB + (ii\r^sin2Q + (fi\r^sinSd H » 

welche bei ganzen positiven Werten von (i für jedes r, außerdem 
aber nur für r^ < 1 konvergieren und deren Summen in jedem 
Falle U und V heißen mögen. Man bemerke nun, daß folgende 
Gleichungen stattfinden 
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1^(1 + rcosd) - ^rsind « ti{Ucose -Vsind), 

U(l + rcosd) + ^rsind = (i^Vcosd + Usindy, 

eliminiert man hieraus das eine Mal -3— > das andere Mal -5—9 so 

ar ar 

gelangt man zu den weiteren Relationen 

(1 + 2rcose + r«)|^=» fi{ U(r + cosO) -Ysind]^ 

(1 + 2rcosd + r»)|?= (i[Usme +V{r + cose)}y 

U— ^V^ = ^^^^ /IT« 4-y«^ 

^ dr ^ dr l + 2rco8e + r«^^ ^ *^ -^^ 

Diese vereinfachen sich fOr 

Cr+ tF= F{co8Sl + ismSl) 

und gehen über in 

dP _ ii(r + co8e)P dSl i^sinS 

^ "" l + 2rc(we+r*' "57 ~" l + 2rc(we-|-r*' 

wofür geschrieben werden kann 

dlgP^ dj^y^Ml + ^rcose + r ^] dSl ^V'^'^^d+rcose)} 
dr dr dr dr 

Hieraus findet man P und Sl^ wobei die auftretenden Konstanten 
mittelst der Spezialisierung r <= zu bestimmen sind; die Resultate 
gestalten sich dann wie folgt: 

(1 + 2r(X>$d + r^)^^cos\^^arctg ^'^ J '^^l + (ii\-rco8Q + (ii)2'r^C082B 

+ ((i\'r^C08Sd'\ 

(1 + 2rcosd + f^y^'*sin((iarctg ^^ ^ ^ {ii\'r sind + {fi\'r^ 8in2 6 

wobei r« < 1 sein muß, falls (i keine positive ganze Zahl ist. 

Multipliziert man die zweite Gleichung mit i und addiert sie 
zur ersten, so findet man, daß der allgemeine binomische Satz 
auch fOr solche komplexe Werte von e gilt, deren Modul weniger 
als die Einheit beträgt. 
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§46, 
Beihen mit fibenpningenen Termen« 

Aus der bekannten Snmmenfonnel 

erh&lt man fttr /} » 1 wo k eine positive ganze Zahl be- 
deuten möge, 

• 

^ , 2kye , ^kn , ^ ^kn . , (8m — 2)X;9r ^ sin^kn kn 

1 + 008 hCOS \-CÖ8 h"* + «)5^ « \ 5 cos 

• m m m m ^ . kn m 

am — 
m • 

k 
Wenn — keine ganze Zahl ist, so verschwindet der Ausdruck auf 

der rechten Seite, wenn dagegen m in X; aufgeht, mithin — einer ganzen 
Zahl q gleich ist, so wird 

8in2k% sin^mqn 
. kn ainqn 

n 

und durch Untersuchung des Bruches 

sin 2m(D ^ 
8invi ^ 

findet man als wahren Wert des fraglichen Quotienten 

%meo8 2mq7t 2 m 

cosqn kn 

m 

2^ 

Nach Substitution dieses Wertes und wenn zur Abkürzung — = -ö* 

® m 

gesetzt wird, ergibt sich folgender Satz: Je nachdem k ein Viel- 
faches yon m ausmacht oder nicht, ist 

1+ co8k^ + co8 2k^+cos^k^-\ |-cos(t» — 1)ä;^=«w oder =*0. 

Von der Summenformel 

si« |3 + ^'^ 2|3 + 5in 3 j5 + • • • + 5t« (m — l)jJ 

= Y (1 — C05 wj3) cot\ß'—\8in mß 

ausgehend, findet man leicht fiir alle ganzzahligen k und m 
sin k&^ + 8in 2kd' + sin Skd' +'"+ sin(m -'i)k^ =^ 0. 
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Setzt man zur Abkürzung 

COS \' i sin — ^ cos & + i sin d' ^ f , 

mm ' 

so erhält man mit Hilfe der vorangehenden Betrachtungen den 
Satz: Je nachdem k ein Vielfaches von m ausmacht oder nicht, ist 

1 + €* + £^* H h «("»-i)* = m oder = 0; 

von diesem Satze läßt sich folgende Anwendung machen. 
Wenn eine Gleichung von der Form 

f(e) = Co + G^g + G,e'+ C,«» + • • • 

auch für komplexe Werte von iSr gilt, so setze man darin nach- 
einander 

und addiere alle entstehenden Gleichungen; dies gibt 
f(x)+f(6x)+f(s^x) + " .+/'(€'»-iÄj)=mCo+- • •C*(l + €*+«"+- • • 

WO Je die Werte 1, 2, 3, . . . erhält. Hier verschwinden nun 

alle Terme, in denen k kein Vielfaches von m ist, und daher 

bleibt 

mCQ+ mCfnX'^+ mC2m^^^+ w(78,„a?'"*H 

Für die linke Seite bemerke man, daß £, «*, «',... £"*~^, und 
£"* = 1 die w Wurzeln der Gleichung a;"* = l sind; bezeichnet 
man sie mit 6^, s^j . . , Bm nnd schreibt nachträglich statt o?, 
so hat man die Gleichung 

wobei die rechte Seite durch Auslassung von je w — 1 Termen 
der ursprünglichen Reihe gebildet ist. 

1. Als erstes Beispiel diene die Gleichung 
_l90^_i_^:Lg + x,i+-L,»+..., (rnodz<l) 

in welcher 0„ = — r-r ist. Für m = 3 wird 

n-\-i 

S oh 10 milch, Übungsbuch. I. 5. Aufl. von Kaetsch. 24 
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+ s»»+---; 



10 

nach TÖUiger Ansreclinnng ergibt sich die Fonnel 

welche man durch Differentiation leicht verifizieren kann. 
2. Nimmt man wieder m « 3 nnd geht yon der Beihe 

*^ 1 ^ 12 ^ 12 8 ^ 

aus, so erhält man 



l*2-8 1*2'**6 



g^ 



Die Gleichung 



+ 1-2. .9"'" 



^"^ =1.4- ^ I ^' I 
1 "^ 1-2 "^ 12. 8"^ 



führt nach derselben Methode zu dem Resultate 
4) ie'-ie-i'[«>.(f .)-T/3.«n(>f.)] 



e . z* «' 



• ■ « • 



1 "^ 1-2. 8-4 "'" 1-2. .7"^ ' 



endlich erhält man aus der Gleichung 

e' — l—z 1 , z z* , 



z* 1-2 ^ 1.2-8 ^ 12. 8-4 

die Formel 

5) ie'-ie'^'[cos(^z) + YB^sin(^z)] 



12 ^ 12. .5 ~ 12. .-8 ^ 



Laßt man in den Gleichungen 3), 4), 5) — ie; an Stelle von 
+ z treten, so kann man noch die Kombination bilden 
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6) ie-' + fei'(co5(lf*)+>/3.m(^.)) = 



z . z* 



1+T + 



1-2 



a' z* z^ , z^ , z'* 



+ :r^—s + 



1-2S 1-2S-4 1-2--6 ' 1-2---6 ' 1-2 



«8 



1-2--8 



wobei rechter Hand immer drei positive nnd drei negative Glieder 
aufeinander folgen. . 

Die Beihensummen in 3), 4) und 5) besitzen übrigens ähn- 
liche Eigenschaften wie cosz und sinz] werden nämlich jene 
Sunimen kurz mit 9i(^), 92(^)9 9^8 (^) hezeichnet, so gelten 
folgende Eelationen 

^ rA — ^y^W ^'yiW 
« rA ^ ^i (^) <^*yi(g) . 

9i (äJ + 3/) == 9i {^)9i{y) + 9>a(^) 98 (y) + 9>8(^) 9a(y)i 

9>2(p + y)^ 9>i(p)9>9(y) + 9>i(p)9>2(y) + 92(^)91 (y)» 
9>8(« + 3^) = 92 W92 (y) + n(^) 9i(y) + 9i(a?) 98(y)» 

aus denen sich leicht zahlreiche weitere Formeln ableiten lassen. 
3. Geht man für m =» 3 von den folgenden drei Gleichungen aus 

(l + ey = l + W,« + (,*),£»+ (,»),«»+ (,»),«*+ . . M 



(i±ef-t-^_ 



z* 



= (f*)«+ Ws«+ W4«* + 



welche bei ganzen positiven Werten von ft ohne Einschränkung 
nnd bei anderen Werten von n unter der gemeinschaftlichen Be- 
dingung modeK.i gelten, und setzt man femer zur Abkürzung 

so gelangt man zu den folgenden drei Formeln 
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+ ((i)»«' + • • • 

+ («*)*«* + (f»)7»'+(«*)lO«"+ ••• • 

in denen für jit and e dieselben Bedingungen gelten, an welche 
der allgemeine binomische Satz geknüpft ist. 

Bezeichnet man die gefundenen drei Beihensummen kurz mit 

so gelten folgende Belationen 









Läßt man — an die Stelle von treten und geht zur Orenze für 

unendlich wachsende Werte von ii über, so kommt man auf die 
in Nr. 2 entwickelten Formeln zurück. 



Pruck von B. Ot. Tenbner in Dresden. 
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*'f- -'*'«. <';,c 



m 



Q^ß&sa^ ' 




/^ 



■ÜTT 



7^ 




( 



i 



